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La présente dissertation inaugurale, ainsi que les thèses y 
annexées, peuvent éire livrées à l'impression. 
Gand, le SS Juio 18SS. 

Le doyen de ta faculté des sciences, 

A. TiMHERHANS. 

Le Secrétaire , 
H. Valehius. 
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de rarrété royal du 16 Septembre 18S3, les opinions de l'auteur, 
émises dans sa Dissertation inaugurale, ne peuvent être considé- 
rées, par le fait de l'admission de son travail, comme étant celles 
de la faculté ou de l'université. 
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AVANT-PROPOS. 



Parmi les iratiscendanies nouvelles que les proj^rcs cl le.« 
besoins de l'analyse moderne ont successivement introduites 
dans la science, il n'en est peut-être pas de plus remarquables 
que la fonction ordinairement désignée sous le nom d'Inté- 
fîrale Eulérienne de 2°° espèce , ou de fonction Gamma. 
Les belles propriétés dont elle jouit, sa liaison intime avec 
l'une des séries les plus utiles que l'on connaisse, la série 
de Siirling, les nombreuses applications dont elle est suscep- 
tible dans dilTérentes questions d'analyse, ont tour à tour fixé 
l'attention des Géomètres, et ont été l'objet de leurs travaux. 
Mais la multiplicité même de ces travaux en rend l'élude lon- 
gue et parfois assez pénible, et il est peut-être utile de pré- 
senter dans un exposé rigoureux, les principes fondamentaux 
de la théorie et les résultats les plus intéressants des recherches 
faites sur ce sujet. Tel est le but que je me suis proposé. 
Je laisse à mes juges le soin de décider si la tâche que j'ai 
entreprise, n'était pas au-dessus de mes forces, et jusqu'à quel 
point je puis y avoir réussi. 
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THEORIE DE LA FONCTION r. 



DÉFINITION ET PROPRIÉTÉS DE LA FONCTION V. 



• i. Définition. — Quand dans une intégralir défioie relative à une 
certaine variable, la fonction sous le signe d'intégration contient une 
quantité dont la valeur constante pendant l'intégration, reste néan- 
moins arbitraire, on peut considérer l'intégrale définie comme iino 
fonction de cette quantité. Aînsi, a étant supposé réel et positif, 



intégrale \ e-'x" 

Jo 



-'x''-*dx, est une fonction de a, que nous désigne- 
rons par la lettre r, et nous poserons : 



Jo 



T{a) 



3. r(a} est une fonction finie et déterminée. — Nous allons faire 
voir que pour toute valeur finie 4e a, plus grande que 0, r(a) est 
fini et déterminé. 

Pour cela décomposons l'intégrale \ e^'x^'^dx, en trois parties 
JO 
comme suit : 

r(o) = i e-'a:"-' ie + i e-'x"-' rfi -i- \ e-'x"-' rfx, 
Jo h Jn 
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c élant une quantité finie différente de 0, mais qui pourra s'en rap- 
procher autant que l'on voudra, n étant un nombre plus grand que 
a -t- 1 , et satisfaisant à l'inégalité 

e" > n"*» 

ce nombre n pouvant d'ailleurs croître autant que l'on voudra. 

Les deux iacteurs e~' et x""* étant toujours positifs, entre les 
limites de l'intégration, on aura, si a^O, x,-4t'<»' compris entre 
y et E 



Od voit que je puis prendre e assez petit pour que l'intégrale 
\ «-* ï"-' rfat , soit inférieure à toute limite donnée. 

La seconde intégrale \ e^x'-*dx, les limites étant finies, et la 
•'s 
différentielle ne devenant jamais infinie entre les limites, est fiuie et 
dclerminée. 

Reste la 5™ ; op, si les deux conditions que nous avoas posées 
pour n sont satisfaites, on aura constamment pour ir= ou > n, 

i 

e' > a;"+' ('), ou e~' ■^~^' P^' conséquent : 






?=.-'i±i,.i.>.+..J. 



(iimmunl positif, et psr conséquent y va toujours en croissant. Jonc n élont sup- 
yKié plusgraiiil q>ic «-*-!, et tel que n— )o -l- I) logn> 0, ou e" > n*+t, ou 
aura constamment x élaiil ôgfti à » ou plus granJ que «, w — (o-*- tjlogi^O, 
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Je puis donc prendre n assez grand pour que l'intégrale L e~' r*~* dx, 

}» 
devienne iDférieure è toute limite donnée. Ainsi , nous aurons : 

fti ^n s- i 

l e—x-^'âx <r(a) < \ e-^x°-^dx-t 1 

La somme — i-- pouvant devenir aussi petite qu'on )e voudra, en 

prenant s et - suffisamment petits, il en résulte que l'on peut tou- 
jours fixer deux limites finies et dctcrminces, aussi rapprochées qu'on 
le voudra, entre lesquelles se trouve compris l'{a]. r(o) est donc fini 
et déterminé, pour toute valeui' finie de a plus grande que 0. 

11 est évidi^nt de plus que cette fonction est toujours positive, 
puisque la différentielle e~'a;"~' l'est toujours, et de plus, comme 
celte diS'érentielle n'est jamais nulle x étant compris entre e etn, 
il en résulte que la fonction r[a] elle-même n'est jamais égale à zéro. 

3. L'intégrale définie \ e~'x°~'dx, devient infinie, s(«=0, 
ou si a est négatif. 

En posant r(a) ^^ l e~'x''~^dx, nous avons mis pour condition 

)o 

que a devait être fini et plus grand que 0, il est en effet très 
facile de prouver que cette intégrale devient infinie pour a^=0, et 
pour a < 0. 

En effet, pour a = 0, noue aurons : 

— di= \ — dx +■ \ — dx, 

f, X }q X Jj X 

ou en représentant par x,, une quantité comprise cuire et è, et x, 
une quantité comprise entre e et oo 

\ — 'dx = e-'"V f l e -•'/x = e-" log- H 

io X ]qx .xJj "O X, 
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Or, î élaDt une quantité finie, est fini, tandis que C- log- 

UD a donc 



Jo 



Si a est négatif, en faisant a ^ — a', nous aurons : 

)o )o ^"^ Jo ^^' Jî ^^' 

[^ dx If*, 

X, et X, étant compris dans les mêmes limites que dans le cas pré- 
cédent. 

Sous cette forme, il est facile de reconnaître que la 2* des inté- 
grales est finie et déterminée, tandis que la 1" est infinie. On n donc : 

l g-' x"^* dx = » , o < 0. 

On conçoit dune que la définition de T{a) que nous avons donnée, ne 
s'applique qu'ft des valeurs de a positives, et il faudra se placer à un 
autre point de vue, lorsqu'on voudra déterminer r(a) pour des valeurs 
négatives de a. 
4. r(a) est une fonction continue. — Nous avons vu que si 
71 > a -1- 1 , et e" > n°+' , 
l'on a 

( r-'x'-'rfx <r(a) < \ e-* x"-' dx -t- — H 

Je Je an 

Supposons que, h' désignant une quantité positive déterminée, 
ou ail ustreint n aux conditions 

n<.a-i-h' + i, et e>>n-+"+', 
un aura évidemment pour toute valeur de A comprise entre et A', 

(n -B ^a+^ i 

l (,— a;.+i,-t rfjc <; r(a -1- ft)< i e-* x-+*-' dx ■+■ r -t 
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Si Dous représèntoDs por [»,p',ï',ï des coefficients variables , 
toujours compris entre el ruotlé, on aura : 



'"'=L" 



e~* x^* dx -y-- 



r(a -t- Jfc) = l er'x'+^-t dx -t- - — 't- 
Jj a-t-ft 



Or, si nous iMsignons par x, une quantité comprise entre e et n, 
on a : 

,fl en 

i e-'iC"+*-' dj = X,* J e-'a*-* (te, 

d'où 

^ Je a + A n 

et par suite : 

j o-Hft a n 

Or, Ri dans cette relation, nous faisons tendre h vers zéro, x,, p' et »' 
varieront, mais en restant néanmoins dans les limites que nous leur 
avons assignées; (x,* — 1) convergera donc vers zéro pour des valeurs 
suffisamment petites de A, et par conséquent il en sera de même de 

{x/ — 1) \ e-'x"-'<ix; quant aux autres termes, on sait qu'ils de- 

viennent séparément aussi petits qu'on le voudra en prenant des 

valeurs suffisamment petites de c et - ■ Il est donc démontré que la 

différence r(a + h] — r(o) peut devenir inrérieure ii toute limite 
dounée, en prenant h suffisamment petit, et par conséquent, T(a] est 
une fonction continue. 
5. Autre forme de la fonction T. — On peut transformer l'inlé- 

grale définie V e-'.T°-*dx, en une autre, en posant e~' = y. 
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d'où e-*dx=' — dy, x = \og-t et ies limites et s 
respundanl à 1 et pour y, on aura immëdiatement : 



C(-D-*- 



ie~' x'-^ dx — 


Et par conséquent, on peut poser indifTéremment : 

!(«) = 



So"-- ''-SX'"^)"''"- 



6. Valeurs particulières de r(l) et de r(2). — Les valeurs de T(a] 
pour a = l et a'=% s'obtiennent facilement, car si l'on remplace 
a par ces deux valeurs dans la reintion prccédentc , 



r,«,= (;(Hl)".,. 



r(<)-\ *=-'. 



r(2)— l lofsdy — l. 

.'o 



r(l)-r(2)_l. 

7. r(al a wft sewi minimum compris entre a = l et « = 2. 
— L'égalité des valeurs de r(l) el de r(2) va nous conduire à une 
consëqueace fort importante rolattvenicnt à la marehe de ia fonc- 
tion r. 

Remarquons d'al>urd que l'intégrale i ir' x^-* l{x)dx t est finie el 

Jo 

déterminée pour toute valeur finie de a, plus grande que 0. 
Eu effet, n étant soumis aux conditions 

«>o*i, et «■>»"', 
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et £ étant compris entre et I, nous aurons : 

-90 J.E rn ,» 

l e-'x'-'l{i)dx= \ ^'x--*lix)dx+ \ e-'x—^l(x]dx-*- \ e-''x^l[x)dx. 

que 

( a:— < l{x)dx 



En se souvenaut que 

^l{x] — x^ 



Je— x"-* l{x)dx = €''• \ x^H{x)dx=^e-' 
Jo 



■^'m~t' 



r,-..-.«.,<r!!*. 



■\ er-x"^l{x)dx<:~l(n)—^- 
Jm . « n 

Et par suite fi et v représentant des coefBcients compris entre et 1 , 
nous aurons : 



-^l{x)dx=\ 



Et il est visible que l'intégrale i e-" x"-* l(x]dx étant finie et dé- 
terminée, et les autres termes du second membre pouvant décroî- 
tre indéfiniment en faisant e et — suffisamment petits, l'intégrale 

\ r"' a:""' l{x)dx est elle-même finie et déterminée pour toute valeur 

■'o 

finie de a plus grande que zéro. Or, cette intégrale représente la 
dérivée de \ e~'x^~^ dx par rapport à a, on aura donc : 

■'o 
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On en déduit facilement 

r'(a) = J e-' r~' l{x)dx - ( (T- a--W {-\ dx. 

Sous cette forme, on remarquera que T'(a) se compose de la diff-é 
rcnce de deux intégrales qui sont essentiellement positives par 
elles-mêmes, et que de plus, tout accroissement donné à a, a pour 
elTet d'augmenter la première et de diminuer la seconde, en effet 
on a constamment 

j-i+*-i y ^-^ _ si a: > 1 , 
et 

a^+»-4 ^ j.o-1 ^ si < X < 1 . 

On en conclut : 

1° Quer'(a) va toujours en croissant; 

2° Que s'il existe une valeur de o qui donne T'{a] = 0, celte valeur 
est unique et correspond au minimum de r[a) ; 

5* Qu'en deçà de ce minimum, r'(a) est constamment négative, 
qu'au delà elle est constamment positive. 

Or, nous avons trouvé r(l}^r(2)^ 1. Quand une fonctiou conti- 
nue a deux valeurs égales, c'est qu'entre ces deux valeurs, la fonction 
a atteint un maximum ou un minimum, et par conséquent que la 
dérivée a passé par zéro ou l'infini. Puisque T'{a) ne devient pas 
infinie, il est démontré qu'elle a du passer par ïéro. 

On en conclut : 

i ° Que T(a) a un minimum et o'cn a qu'un seul ; 

i" Que ce minimum est situé eatre a = 1 et a = 2 ; 

3° Que la valeur de T{a] qui correspond à ce minimum, est com- 
prise entre et 1 ; 

4° Qu'eu deçà et au-delà du minimum, r(a) croit sans limites. 

Ces préliminaires étant établis, nous allons aborder l'élude des 
propriétés de la fonction r, en démontrant une formule de la plus 
Iiaute importance. 

8. Lemme 1", k représentant une guatitilé positive, qui n'est 
ni nulle ni infinie, on a 

.b , M 

[ e-'" x°~^ f/sc ^ — 1 f'' x"'~* dx'. 



,y Google 



Il suffit pour le démontrer de poser dans la ppcmière intégrale /(x=a:', 
et de voir ce que deviennent les limites. 
Si a^so, 6=390, on a 



e-'' x'"-' dx' = 



rW 



9. Lemme 2"". — a et 6 représentant des quanlitcs finies plus 
grandes que 0, l'intégrale définie \ ~ r-nrest finie et déter- 



minée. En effet, nous aurons : 



(" ^°~''^ _ (^ a:°-^ dx r» j'-' dx 



■' 


t-'dji 


loi 


;i +4-" 




«•-■((i 



L'intégrale définie du second membre est finie et déterminée, et la 
somme des deux autres termes pouvant devenir inférieure ù toute 

limite donnée pour des valeurs suffisamment petites de e et -, il est 

visible qu'on peut toujours assigner deux limites finies et détermi- 
nées, aussi rapprochées qu'on le voudra, entre lesquelles se trouve 

comprise la valeur de l'intégrale définie \ — —, qui est par 

conséquent finie et déterminée. 
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Dimonstration, — e désignant une quantité finie plus grande que 
zéro, on a rigoureusement : 



1 
Si l'on remarque que z variant entre les limites s et — > on a 

\ e-"x^' dx=-\ e-"x^' dx — \ ^-"x^* dx — 1 c-"x"-' dx, 

h jo Jo ■'i 

et d'après le Lemme 1", 

*Ê jia) [^ (•<» 

i e-"x^'dx=~^-~i-—\ e--'x'-*dx~\,e-"x'^*dx 

Que d'autre part, x variant entre les limites z et -, on a de la 
même manière 

1 .00 



on donnera facilement k l'égalité primitive (1} la forme suivante. 



{') Celle bella formule est due k Eu 1er, et Poisson est le premier qui l'ait démon- 
trée k l'aide des iulégriiles doubles. On trouvera sans doute que j'ai wnsidérable- 
inent altéré l'élégiDle simplicité avec laquelle cette démonstratioa est ordïnaire- 
meDt présentée, cela tienlà coque je n'ai voulu employer la formule du Lemme 1" 



e-l^ x'-i dx t= 



r{o) 



et que dans le cas où elle est rigoureusement démontrée, c'es(-ï-dire, pour A fini, 
et plus grand qae 0, sans l'étendre par induction au casoû A=0, et A=co. 
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T{a) \ e-'x>-* dz—î 6"= 3-+*-' dz f e-"a:--' dx 

Je ■'s 

(2) 

= r(o -t- 6) ( _î!Iîi^ f j^+i d^ f e-^i.+.i y+i-. (il 
Jï{l -t-zf-'* Je Jo . 

Or, noiis allons cherchera donner une forme simple aux quatre 
intégrales doubles quicntrent dans cette égalité. 
1° On a 

< [ e-" x'-* dx <i\ se*-' dx 

Jo Jo 

ou 

< f e-"x°-*dx <-> 

Jo « 

d'où 

0<\ e-'î-+'-<dz( e-''x"-<dx<— \ e-z-'+'^'t/z <-r(a-H 6). 
^Je Jo ah « 

Donc : 



f ^_.ja+i^i ^2 f e^^x--' dx=— r(o + 6), < pi < 
Je Jo " 



C'est la 1" intégrale double du 1" membre. 
2° On a 



< \ e-'i<+')ï"+i-i dz < l ?■+*-' dz. 
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iO. Théorème fondamental. ^-^^=[ , '^'^. .Q 

Démonstration. — s désignant une quantité finie plus grande que 
zéro, on a rigoureusement : 



Si l'on remarque que z variant entre les limites e et — i on a 

$e-''x^' dx= \ r-"x*^* dx — \ «-"x"-* dx — \ e~"x'-^ dx, 
E jo Jo ■'i 

et d'après le Lemme i", 

r^ T(a) i' f* 

l r~"!ir-'dx=-^-^—\ e-^x'-*dx—\,e-"x--'dx 

Que d'duire part, x variant entre les limites s. et -j on a de la 
même manière 



on donnera facilement à l'égalité primitive (1 ] la forme suivante, 






O Celle belle formule est due i Eu 1er, et Poisson est le premier qu! l'ait démao- 
trëe à l'aide des inlëgralss doubles. On trouvera sans doute que j'ai coitsliilérable- 
raenl altéré l'ëlëgaDte simpticilë avec laquelle cette démonstratioD est ordinaire- 
ment présentée, i;ela tient à ce que je n'ai voulu employer la formule du Lentme 1" 



et que dans le cas où elle est rigoureuse oient démontrée, c'est-à-dire, pour h Gni, 
et plus grand qaeO, sans l'élendre par induction au cas ou A^O, et h = fXi. 
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T(a) \ e--- î*-* dz — \ e— s"-)-'^* dz l e"" a:"-* dx 



e--*«"+'^<dî \ e-"»^-' rfx, 



j£(-( +a;)''-i» Je Jq 



Je h 



z"+'-^rfz. 



Or, nous allons chercher à donner une forme simple aux quatre 
intégrales doubles qui entrent dans cette égalité. 
1° On a 

< ( e-" X--' rfx < ( r^' rfx 



< \ e-"x"-'rfx <-i 

Jo * 

d'où 

0<\ e-'!C^>--'dz{ e-''a:--'rfx<— i e-'r'+'"'(/z < -r{a + 6). 
Je Jo o j£ a 

Donc : 



t e-'z-+'-id!s( t 



^«ar-'rfx=5=-r(a + 6), <(.<!. 



C'est lai" intégrale double du 1" nicnibre. 
2" On a 



< \ «-'('+" 2"+'-' dî < \ 2"+'-' rfî. 
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o<(V-"*. 
•'o 



'0 " 

Par suite 






< V r--' di l e-.(H-»iï«+*-t dj ^ _ \ ^-t g^. ^ _ 



Et par conséquent 

( X--' rfx [ e-«'+" Î-+'-' dï = — '-^-77' < " < 1. 
Je Jo a(a -*-b) 

C'est la f* mtëgrale double du second membre. 

3° D'après le Lemme 1", x variant entre e et-t on aura 



Ji (* + 3;)"+* Ji+, 

Si l'on suppose que ë vérifie les conditions 

->a+6 + l, et <'£>(^-j 



r* 1 r* 

< l «-■»+-' y^-^' riz <- \ e-^ z'--^'-' dz- < 



^dz: 



{1 + ^)"+' 






C'est la 3"' intégrale double du second membre. 
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4" Resle la 2"" intégrale double du i" membre 



C e-=j«+*-. ,jjf e-"a 



■' dx = [ tr- s"**-! dz \ fT" xf-' dx 



-V l e-' z'^*^ dz \ e"* a;"-' dx. 



Quant à la 1" de ces deux intégrales doubles, remarquonii que z étant 
compris entre s et -■, on a évidemment 



Par suite, il viendra 

< [ e-'î-+'-'dz J e-" X'-* dx <l{a) t er'z'^Uh<~~- 

\ 

Quant à la 2*"°, remarquons que si z varie entre les limites e' et - i 

on a : 



et si l'on suppose que l'on ait 
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et par conséquent, on aura 



0<( t-z-*^'dz\ r-«-'ifa<j(°r-j'-'<fc<i 



rm. 



En représentant donc par p et p^ des coefficients compris entre 
et l'unitë, on aura 



A l'aide de toutes ces valeurs, l'égalité (2) deviendra 

- ^(« ^ "1 )^ (1 H- ^)^» a(a + 6) '^ )^ (1 + xr** 

Sous les conditions que nous avons posées pour £ et -■ 

Or , sous celte forme , il est visible que si je fais décroître à la fois 
s' et —i (e décroissant alors de lui-même), les deux membres conver- 
geront tous deux vers une limite fixe et déterminée qui est pour le 

premier r(a)r{6) et pour le second T{a-t-b] \ -ji m.> "" ^""^ 

donc rigoureusement 



rMr((.) = r(a+6) 



îW£m_ 



lo (1 *«)•*" 



ce qui est le tbéorème. 
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Scotie. — L'intégrale du second membre est désignée sous le nom 
d'intégrale Eiilérienne de [iremière espèce. On donne souvent à la 
fonction r, le nom d'intégrale Eulerienne de 2™° espèce. 

L'intégrale Eulérienne de 1" espèce peut être mise sous plusieurs 
formes différentes, 11 est évident d'abord que le premier membre 
dans ta formule que nous venons de démontrer, ne changeant point 
quand on change a en b, et 6 en a, il doit en être de luê me du 
second, et par eooséquenl, on a 

T{a)T{b) _ç'^ x'-^dx f°° x'^dx 

Ce dont on peut s'assurer directement, car la seconde intégrale résulte 
de la première en y changeant x en — • 



Si au contraire, on y pose jc = e' — I, on aura 

w i?i) - C'""'"'" " - "■" "' - S?"'""- "• - "'"' ''■ 

Ces formes sont remarquables et nous y aurons recours. 

Du théorème que nous venons de démontrer, on déduit immé- 
diatement les deux premières propriétés de la fonction r. 

H. Première propriété de la fonction T. — Si dans l'équation (a) 
du numéro précédent, on pose 6 = 1, en se rappelant que 1(1)=^ 1, 
on aura 

r(a) _ f * x'-'dx _ f °° dx i 

d'où 

r(a H- !)-«(»). {() 

C'fMt la 1" propriélti de la foDction r. Elle sursit pu se démontrer 

3 
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directement, soit «n intégrant par pdrlies l'intégrale \ ir' x^~* dx, 

Jo 

soit en dérivant par rapport à h, la formule démontrée (ri° 8) 

Jo * 

et posant ensuite h^= i. 

De la formule T[a + 1) = ol'(a), on en déduit une autre qui pré- 
sente la même propriété sous une forme plus générale. En effet, en 

y remplaçant successivement a par a, a-t-l, a + 2, a-^■ 3 , 

a -*■ n — 1, n étant un nombre entier positif, il viendra 



r(« 


+ 1)- 


ar(«) 








i(» 


+ 2)- 


(a* 


l)r(« 


+ 


n 


r(» 


+ 3)- 


[a -t- 


2)r{a 


"*" 


2) 



r(a + n)-(. + n-l)r(o + n_(). 

Mullipliant toutes ces égalités membre h membre, puis faisant dis- 
paraître des deux parts le facteur commun r(a -t- 1]T(a + 2) 
r(a -t- 5}....r(a + n — 1} qui ne peut jamais devenir ni nul ni 
infini, on aura 

r(« + «) = «(« + !)(« -I- 2) (a + « - l)r(a). (2) 

Seolie. — Cette formule fait dépendre la valeur de T[a -h n), de la 
valeur de r(a), et réciproquement; il en résulte que la connaissance 
de la fonction r dans ce que nous appellerons une période, c'est-à- 
dire, entre deux nombres entiers consécutifs, équivaudra à la connais- 
sance entière delà fonction. Ainsi, la fonction r étant calculée par 
exemple pour toutes les valeurs de a comprises entre 5 et 6, on 
calculera immédiatement T(a) pour des valeurs de a comprises entre 
2 et 3, par la formule 

et T{a) pour des valeurs de a comprises entre 9 et 10, à l'aide de ; 
r(a' + 4) = o'K + ))(»' + 2)K + 3)rK). j; < o' < 6. 
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Corollaire. — Si dans ta formule (2), on pose a ^ 1 , «a eD déduit 
immédiaiement à cause de T(t) = 1, 

T{i +») = 1.2.3 n, 

qui donne la valeur de T{a) pour toute valeur entière de a. 

1 â. Deuxième propriété de la fonction T. 

Si dans la formule (a) N' 10; nous faisons a •*- h = l, nous aurons 
en remplaçant b par 1 — a, 

* dx=\ dx. 0<«<1. 



L'intégrale définie \ 

égale â ~. (*). On a donc : 

sm ojt ' ' 

(.) TiaW^a]-^ 0<«<l. 

C'est la seconde propriété de la fonction F; on lui donne quelquefois 
une forme pins générale en se servant de la première propriété. 
Car si nous supposons a <^ 1, la formule (2) 1*1° 11, donnera 

r(a + n) = fl(a+ l)(o + 3) (a + n — l)r(a), 

et 

r(n-*-l-a) = (l-a)(2-«) („-o)r(l-«). 

multipliant membre à membre et remplaçant r(a)r(l — a) par -: * 

nous aurons 

(2) T(a + n)r(n + i~a) = a{i* — «')(2* - a»)(5* — a») 

[(„_l)»_atj(„_o)_:_, 

où n a une valeur entière quelconque. 
Scolie. — Ces formules (1) et (2) font dépendre la valeur de 



(*) Voir ta note première. 
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r(n -t- 1 — a) de celle de r(o ■+■ n], n pouvant être 0, 1,2, 5, 4 ; 

CD d'autres termes n et n + 1 étant considérés comme les extrémités 
d'une période, elles établissent une relation entre les valeurs de la 
fonctioa T b égale distance des extrémités de la période. Il en résulte 
que la connaissance d'une demie période équivaudra à la connaissance 
d'une période entière, et par conséquent, d'après le Scolie du numéro 
précédent, à la connaissance entière de la fonction. 
13. Corollaires de la seconde propriété. 

,. r(l)_^. 
Si dans la formule r(a}r(1 — 0)=-: , on fait a =-1 on aura 



Et comme r(a] est toujours positif, 
Si dans cette même formule, on fait successivement, n étant un 



\ / \' y sm- 
n 

f. \ / \ -^ sin — 



('}.l.ti 1» et la 2>"' propriété de la fonction r, sont dnes i Euler, ainsi que les 
coniéqiieDces que noQS en avons tirées jusqu'à celle-ci. 
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<H-^> 









D'où iDUltipliaot entre elles toutes ces égalités, nous aurons en re- 
marquant que dans le l" membre, cliaque facteur se trouve répété 
dcuK fois 



\\«. 


rw'w >. » J 


j ,i„:,i„2«.. 


. « — 1 


Or,l 


l'on a d'après une formule d'Euler : {') 








sin-sic— sm — sin 

n n n ' n 


" 2— ■ 




Donc 












i'G)'© i' 


^)i' 


' (2-)- 




Et puisque r(a) est toujours positif 










. '©'© '(^ 


-)- 


^\/^ 


,"-< 



l") Voir la noie première. 
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5- \ li)gr(o)i(o_-log2.^-o(logo — 1). 
Nous avons d'après le corollaire précédent 

Prenant les logarithmes, et divisant tout par n, on aura ea employant 
une Dotation cotinue 

:cr''°''''(0"^'°*""5^"**'""^«'°*"- 

Si nous faisons converger n vers l'infini, en posant— =(ia, nous 
aurons 

\ log T{a)da = ^ log 2». 

D'autre part, on a identiquement : 

log r(a)do = \ log r(a)da -h log l{a)da 

h -'o Ji 

1 f** 

= 5log2îr+ l logr{i + o)rfa. 

2 Jo 

Comme log r(l + a) = log a -t- log T(a), (1" propriété), il viendra 
\ logr(o)do=T-log2ff -+- \ logoda-H \ logr(a)ifa; 

h ^ Jo Jo 



d'où 



h1 i 

log T(a)da = - log 2jr + a[log o - 1 ). (') 



('} Cette JDtégrale définie assez remarquable a été donnée par U. RatlK de 
Zurich, diQS le tome XXV du journal de Crelle. 
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J4. Expression de ta dérivée de log T{a). 
On a d'après la définition 



r(6)= \ e-'ii^^dx, 



(o4i— (1 



et d'après l'équation (â) N» 10, 

nà)m i 

Si on applique k ces deux formules, la i" propriété r(6) = 
elles deviendront : 



r( »)r(<-<-6) 



Retranchant membre à membre la 1" égalité de la 2™', il viendra 
r(.H-6)-r(a) r(l ^- b) 






Cette formule étant vraie, quel que soit 6, pourvu qu'il reste positif, 

faisons le lendre vers zéro, -i- j — tendra vers — —^ ou r'(a) 

6 • da ^ ' 

qui est fini et limité pour toute valeur finie de a plus grande que 

, m -H 6) \ 

zéro, et rr convergera vers —— » le premier membre conver- 
gera donc vers la limite finie et déterminée -^ou — 2L_W. Quand 
T{a) da 

au second membre, il convergera vers \ ( g-' x-* ■ ] dx, 

Jo V e'-ij 

qui est fini et limité, comme il est facile de le prouver, en remar- 
quant que 
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C(?-s>h:(?-^)- 

La (tremière de ces intégrales est finie et dëtermînée, les limites étant 
finies, et la fonctiao sous le signe d'inlégratioo ne devenant jamais 
infinie entre les limites; la seconde de ces intégrales converge vers 
zéro . vec n. Il viendra donc rigoureusement : 

Scolie. — En partant des Tormnles 

un aurait obtenu de la même manière : 

A l'aide des suivantes (N<" 5 et 10) 

on aurait eu 

rflogr(a) 



foré 
da Jd \x if-tj 



13. Corollaires du théorème préMent. 
i' Nous avons 
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De même 

rfiogr(6} 



C(î-5^)- 



:s soustrayons ces deux égalités membre k membre, il viendra : 



dlogr(o) dlogr(b) 



En partant des autres formes du théorème précédent, on aurait c 
de même 



d\o%v{a) dlogr(6) 



)gr(6) f*l/ 1 i \ 



2* Si dans les formules précédentes, on pose 6=1, et qu'on re- 
présente par — C, la valeur de ^7 — ou —~- pour 6=1, {nous 

représentons cette valeur par — C, parce qu'il résulte de ce qui a 
élé dit N" 7 que r'(l) est négatif), nous aurons : 



ou bien 



(«) 



dlagHt 



da Jq x\i -h X {i -t- x)'J 






di. (3) 



La valeur de la consunte C qui est d'ailleurs égale d'après la valeur 

i 



„ Google 



- 30 — 

déterminée par Euler qui a (rauvé 

C = 0, S77âl 5664901 33 

3* En intégrant par rapport à a, depuis 1 jusqu'à a les formules 

trouvées dans le N" 14, pour 1--— * on obtient logr(a) sous 

da 
forme d'intégrale définie, et l'on a : 

(S) \olt{'')-Ç\u-i)e-. ! + î ^l*f, 

Jo L (i+i)log(l-.-it)*(l-,-i)-Jog(l + j:)Ji' 

16. Troisième propriété de la fonction r. Théorème de Gauss. 
Nous avons obtenu [1S, 1°) : 

da db Jq e* ■— 1 ^ ■* 

Si dans cette formule, nous faisons successivement, n étant un nom- 
bre entier 



nous aurons eo ajoutant toutes les équations résultantes et supposant 
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ndlogl{na] 



OU 

ïi'"»8 içsj 



létermi 



L'intégrale du second membre étant finie et déterminée est égale & 
la limite vers laquelle converge 



quand E converge vers zéro. 
On aura donc 



inii / ■: \da;=Iim / \ (tr— \ dx,\ 

) I \~e-' _i, 1 M i—ir- ) ^L. I 
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f» g-o. 

Si daos rÎDtégrale 1 dx, on remplace x par nx, elle 

^ I— e~'' 
deviendra : \ dx; donc : 

Les facteurs e~"" et — -^ étant toujours positifs dans les limites 

de l'intégration, on aura, en représentant par £,, nnt^ qnantité com- 
prise entre - et s 

Or \ = log— : donc 

f* /tire-*" e-" \ , ,. / e3_4\ 

Or, si nous faisons converger e vers zéro, e-"°^i convergera vers 
l'unité, et log~j convergera vers logn, on aura donc rigou- 

reusement 
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-et par suite 



—dlog i 1 i —i- i ^=— niogn. 

D'où l'oD lire en intégrant et passant des logarithmes aux nombres : 

r(»io) 
Pour déterminer la constante, faisons a = — i il viendra 

-"<0'(D <^) 

Et la valeur du second membre étant connue (13, 2°), on aura 

D'où en remplaçant, 
r(a)r(„ -. 1) r (.. !)....r(«^ n=i)=(2,)V„è-,(„,,. 

C'est la troisième propriété de la fonction T. Elle est dut à Gauss. 

Corollaire. — En posant successivement dans la formule de Gauss 
n = % fl = 3, n = 5,.... etc., on en déduit comme cas particuliers 
les formules suivantes : 

rWl(«*0 = (2')'2'"*r(««). 
.(.,(,.!)r(„.|)r(..!)r(..0=,.)-»'-rW, 
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Seolie. — La formule de Gauss a été dëmontrée d'un grsnd Dombre 
de manières; on peut eoasulter h ce sujet : Legendbe, Exercices de 
Calcul Intégral et Traité des fonctions elliptiques; Cadgbv, Exer- 
cices de mathématiques, 1827,- Exercices d'analyse, tome II, 1841 ; 
Lejeuhe Dirichlet, tome ib du Journal de Crelle et les tomes XXII 
et XXIII des Mémoires couronnés de l'Académie de Belgique, où 
l'on trouvera, outre la démonstration que nous avons donnée, deux 
autres déduites de formules générales, par M' Schaih. Tout récem- 
ineot encore, M' Liocville a démontré dans son journal, cette célèbre 
formule par l'emploi des intégrales multiples. On pourrait ajouter 
encore la démonstration de M' Bihet, Journal de l'école polytechnique, 
tome XVI, mais elle est sujette à une observation importante qui 
sera faite plus loin. 

17. Les trois propriétés delà fonction T prises ensemble, déter' 
minent entièrement cette fonction. 

Après avoir reconnu que la fonction r jouit des trois propriétés 
suivantes 

()) r(a + l) = or(o), 

(2) r(a)r(l - a) =^T^ 0<o<i, 

il est intéressant de rechercher si ces propriétés suffisent h sa déter- 
mination, c'est-b-dire, examiner la question de savoir si une fonction 
finie et continue qui serait assujettie à satisfaire soit une, soit deux, 
soit les trois équations énoncées, serait par cela même entièrement 
déterminée pour toute valeur positive de l'argument. Or, il est facile 
de voir que 

1" Les équations (1) et (2) prises ensemble laissent r(a) entière- 
ment arbitraire dans une demie période, par exemple depuis 

jusquà-- 

2** Les équations (1) et (5) sont satisfaites par une fonction de la 
forme (4 sin' aK)' T(a) , a étant un exposant positif arbitraire. 
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5' Enfin que une fonction de la forme 6'~«r(o), 6 étant h vo- 
loDtë vérifie les équations (2) et (3). 

Il en résulte que deux quelconques des propriétés prises ensemble 
sont insuffisantes pour déterminer la fonction r. A plus forte rai- 
son, une seule n'y peut-elle suffire, mais il n'en est pas de mémo 
des trois propriétés prises ensemble. 

Soit en effet, a étant > 0, r(a) une fonction finie et continue 
assujettie aux trois équations énoncées. 

1° L'équation (1) combinée avec l'équation (S) donne facilement 

Faisant converger a vers l'unité dans les deux membres, on aura à la 
limite r*(l) = i, ou r[1) = ± 1 , le signe restant jusqu'ici arbitraire. 
En tout cas cette valeur de r[l) combinée avec l'équation (\] fera 
voir que r(a) ne s'évanouit pour aucune valeur entière de a. 

2" r(a) ne s'évanouit pas non plus pour aucune valeur de a plus 
grande que et plus petite que l'unité, ce qui résulte immédiatement 
de la formule 

mHi-a}=~ 0<a<l. 

jointe à l'hypothèse que r(a) reste constamment fini. A l'aide de 
l'équation (1), on en déduit que r(a) ne s'évanouit pour aucune valeur 
de a. 

3» Une fonction finie et continue, ne changeant de signe qu'après 
avoir passé par 0, il résulte de ce que nous venons de dire que r(o) 
sera constamment positif ou négatif. Or, l'équation (3) donne pour 



ou comme r(l) ne s'évanouit point 
r(a) est donc constamment positif. 
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4° Tout ceci ëtant posé, logT(a) sera une fonction finie et conti- 
nue. Dans la formule (5), prenons les logarithmes des deus membres, 
nous aurons en dérivant par rapport k a, et employant une notation 
connue 



r = n-i < ''°^^(-0 ,io,x, 



■(na) 

niogn. 



Appliquant h tous les T contenus dans cette équation, la formule (1), 
et divisant tout par n, il vient 

r=0 « ''« r=0 an -t- r 

dIogr[na-^i) 1 

d{na} an "^ ' 

D'où supprimant dans les deux membres et remplaçant an 

an 
par a', 



da 
_(floKr(a'-+-l) 



logM 






r=M — I 

S 



D'autre part, nous avons vu (16) que 
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ou en Taisant a=i, 

$0 (?^"'7j~iÂ V — '"6» 

A l'aide de ces relations, notre égalité deviendra 

S T ^ 

! soit la valeur 



e-^"-'"(e--'"--i) \ ^ dlogr(a-+t) 



Cette relation étant vraie quelle que soit la valeur entière de n , si 
nous le faisons converger vers l'infini , 



convergera vers 

puisque o= — ■ 

Quant à l'intégrale définie, on reconnaît facilement qu'elle oon- 
verge vers la limite finie et déterminée l ( -— 1 rfx: le 

second membre restant constant, on aura rigoureusement : 

rflogr(a'+i) 



et déterminant la constante, par la c 



OU en intégrant, et déterminant la constante, par la condition que 
r(l) = J, on aura : 
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dont on voit racileracnt l'identité avec une rormiile tl^jà trouvée (t 5,5°). 
Il est donc démontré que les trois propriétés de la fonction r, prises 
ensemble, écguivalent h sa définition. 

11 en résulte que si l'on pouvait démonircr l'équatioD (3) en n'em- 
ployant que les deui premières équations, ces deux premières équa- 
tions suQiraicnt à définir la fonction elle-même : ee qui est impossible 
d'après ce que nous avons vu {1"). Or, c'est ce que M. Binet a fait 
dans le mémoire déjà eité. 11 a démontré la formule de Gauss, en 

n'employant que l'équalion [1] el les valeurs particulières r 

T(1) qui résultent toutes deux au signe près des deux premières équa- 
tions, ta déraonslration doit donc être vicieuse. L'erreur provient de 
ce qu'en intégrant une équation aux différences finies, H. Binet n'a 
point supposé à la constante arbitraire, la généralité qu'elle doit avoir 
dans ces sortes d'intégration. 

18. Dé/inition de la fonction r(o) quand a est négatif. — Nous 
n'avons défini jusqu'ici la fonction r(a), que pour des valeurs posi- 
tives de a. Pour la déterminer quand a est négalif, nous donnerons 
toute la généralité possible à la seconde propriété de cette fonction, 
et nous poserons pour toute valeur réelle de a, 

r(.)r((-«)=-^. 

Si la valeur absolue de a est supérieure à l'unité, des deux quantités 
a et 1 — a, l'une sera nécessairement négative et l'autre positive, et 
nous pourrons calculer r{a) pour des valeurs négatives, si nous le 
connaissons pour des valeurs positives. 11 résulte Immédiatement de 
cette formule que r(a) est infini et par conséquent discontinu pour 
des valeurs entières et négatives de a, ainsi que pour a = 0; il est 
au contraire fini, déterminé et continu pour toutes autres valeurs. 

Or, il est remarquable que la fonction r(o) étant ainsi déterminée 
pour des valeurs négatives, elle jouit encore des propriétés {)} et (5) 
qni deviennent par conséquent générales. 

En effet, supposons a une quantité positive, et changeons dans la 
lormule 

<i en o -1- 1, nous aurons : 
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ce qui est la 1" propriété pour des valeurs oëgatives de l'argument. 
D'autre part, la formule (5) donnera facilement : 



""'<"%)'(-D i-^^y 

Or, on a d'après une formule d'Euler(*) 

. / 1\ . / n-i\ 

sinait sraj a -*- - Jk sinl a h 1 jr 

\ »/ V " / 

Combinant ces deux formules, il vient 



r(«a) 



T{a) sin arc 






D'où si l'on applique k tous les r, la propriété (2) qui est supposée 
générale, on aura : 

r(l_a)r^-a-4-^Y -r('-a^i') = (ar)^n'^°"'r(l-H, 

ou comme r(l — 0)=. — ar{— o) et r(l —na) = — naT( — na), 

r(— a)r('— o+l") r(-«-+-^^^=-t-(2jr)^»''^"r(— na), 

ce qui est la 3'~<> propriété pour des valeurs négalives de l'argument. 



(') Voir la note première. 
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I>fi toA et de ee que nous at oos dit dans le paragraphe précédent, 
il résulte qoe l'on pourrait définir d'une manière géaérale la fonc- 
tioo r(<i} : 

Une fonction finie et continue pour tontes les ralears posîtiics de a, 
et assujettie à vérifier constauMucnt les troii équations : 
r(i -«-«) = iir(a), 

iWr^-*^) r^.+^)=(2.)=?»î~r(«.). 

19. Définition de Gatus. — Dans ses recherches très fécondes sor 
In fonction r, Gauâs posait : 

Cette expression ayant l'avantage d'être applicable également aux 
valeurs positives comme aux valeurs négatives de a. On la déduit 
facilement dans le cas de a positif, d'une formule h laquelle dous 
s arrives. En effet, l'on a eu (17, i°) 



rflogr(a'+l)_ 



r^n — i 



-2 
r=0 



,^ dlogr(a.-<^:) ^^^, 



En luisant converger n vers l'infini, on a : 

2_L_ i = lim(logrt— S -; I, n = «. 

da' y %_i a-^rj 

D'où int^Faot, et détermiuaat la coDstaote par la condition que 
logr(l) = 0, on obtiendra immédiatement : 

dont on voit facilement l'itlcntîté avec la définition de Gauss. 
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En s'aidant d'autre part de la formule de Jeaa Bernoulli , 



-<-0('-^)(-^)(-0- 



sm oV " 

On verra ImmédiatemenE que la forme de la fonction T{a) reste la 
même quand a est négatif. 
Lorsqu'on prend la formule 

, , „ / 1. 2. 3 w. «--< \ 

^W-"°-( ..(a^.)(.^.)....(,^»-l) )' " — 

pour définition de la fonction r, les trois propriétés se démontrent 
d'une manière générale avec une remarquable facilité ; mois comme 
nous nous plaçons à un autre point de vue, nous ne nous y arrêterons 
pas, et nous aborderons le calcul approximatif de l(a), a étant sup- 
posé positif, puisque r( — a) peut se déduire immédiatement de la 
valeur de r(-f- a). 
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CHAPITRE II. 



DU CALCDL APPROXIMATIF DE LOG r(Q). 
FORMATION ET USAGE DES TABLES. 



20. Théorème. — Logr(i +a) = -log27ra -i- a(logo — 1) 

;o \e- — i X y X 

Nous avons trouvé (14) 

d log r(a) r-» /e^ e-"-*> '\ 
da ~]q \x e' — i)''' 

On en tire facilement 

qui nous donne immédiatement : 

dIogr(l+a) , < f"/ 1 < n „j 
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Et en intëgrant 



logr(l+a) = CH-a(loga-l)-*-ilog«-Hi*('-J--i + iyil'rf^. 

Nous représenterons l'intégrale définie du second membre par w(a). 
Pour déterminer la constante, nous ferons a=-^ on a alors : 

D'aulre part 





2 — e-- i 




Combinant cette formule avi 


h; la valeur de < 


à f - J ) on aura en re- 


marquant que 







L'inlcgraic dn second membre est connue, et l'on a : 



i>2 ■ 2 
constante 
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Et par conséquent 

logr(l H- a) - ti„g2„ + „(l„g„ _ I) H. i(,) 

C'est de celle forme que nous partirons pour établir plusieurs déve- 
loppements en série de logT(i -i- a). 

% 1". Formule de STinURC. 



21. lemme. -, = ::-t-2S 

«• — l X 2 4 



En décomposant d'après les méthodes connues la fraction -^ r 

•.n une somme de fractions du second degré, on a : 

«*' — l n y* — 1 n . rir 

^ ^ '^ — ' s' — 2ycos— +1 



J ^1 I 

--1 ^j'-l 



^^Vd ( ?;^ ) 

' ' \ y' — 2ycos i 1 






1 < 1 »i— 4 I ^'•~"— ' y' — 1 

y*' — l~My*— 1 2» ^ 2n 



•" — ^ (y~l)*+4ysi 
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„ 4b - 
Faisons t/=^ -t-—~, j] viendra : 



('<T-' "'«- 



1 '"'-' 
^^«^=, 






('<T 



'^ — * X* + 16 ( n» -H -- 1 sin» — 
V 2^ 2« 

Si l'on fait converger n vers l'infini, on aura en remarquant que les 
deux membres convergent tous deux vers une limite finie et déter- 
minée pour toute valeur finie de x, 

e' — i X 2 r = i ^'■^i'-*"* 

ce qui est le lemme énonce. 

1 
22. Théorème. logr(l + o) = -log Swa -t- a(logo — 1) 

Le lemme précédent donne immédiatement : 
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I 

Puis faisant converger e et- vers 0, le second membre coDvergeant 

vers une limite finie et déterminée , ainsi qu'il serait facile de le dé- 
montrer, on aura {ti° 20) 

Or, r étant une quantité finie et positive, on démontre par une 
simple transformation que 






On en tire : 

r=l JQ a;*-i-4r»r' ^Jq i + jc» 

Eaisant converger » vers l'infini, on aura : 

Comme pour toute valeur finie de x plus grande que 

^^^^ r ° 1 — e-'""' ' 

on aura : 

l 
Puis faisant converger s et — vers zéro, on aura, le second membre 

convergeant vers une limite finie et déterminée, 

. , , 1 f »« rfx , 1 
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Et par suite {N* 20) 



gr(lH-a)_^log^-H„(l„ga-l)+lp^^,„g_J_,0 



25. Théorème. ~ Si t'o. 



pose en général 



l'on aura, m étant w» nombre entier .- 
En effet, on a l'équation identique ; 

D'autre pari, en s'aidant des deux égalités 

i »■=»,,„„ 

* ^ r = i '■ 

et 

on démontrera facilement que 



(') Celte formule rcmarquabJe est due à H^ Schaar qui l'a àémoatrée dans le 
tome XII de l'Aeedémie de Belgique. 



„ Google 



Par suite, on aura 

En faisant successivement dans cette formule m ^ 1 , 2, 5, 4.... m, 
OD en tirera facilement 



Et comme — \ ilogr : — i=w(a), on aura la formule 

demandée. 

24. Formule de Slirling. — On sait que les coefficienis A,, A,.. .. 
sont liés avec les nombres Bernoulliens B,, B, par la relation : 



Si donc dans la valeur de ù(a] que nous venons de trouver, on 
remplace, les coeflicients At« par leur valeur a l'aide des nombres 
Bernoulliens, il viendra : 



»,., 


. â. o 


5. t.o' ■ 5 


. 6. a» 




{im — iyim 


0'— ' 




+(- 


"-IQ 






1 






1- 


- ,-.... 




Et par suUe 


0..: 












logr(f+a)- 


-log2!TO + a(loga- 


-i|^- 


B, 

"17 


B. ^ 

a 3. 4. a* 


B, 
S. 6. <,' 




(-1 


)— B.._, 


-^(-1 


^1 




1 




Pm- 


-IjSnio-- 


-«-"•■ 
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Si dans cette formule, on néglige l'inté^le définie du second 
membre, on obtient la formule d'approximation connue sous le 
nom de formule de Stirling. De l'examen du terme sommatolre 

IC^x^'dx 1 

( — )}"-\ -, ^.logi v;, -- qu'il faut ajouter au second mem- 

bre de la formule de Stirling pour la rendre exacte, ou qui en 
d'autres termes, représente l'erreur commise en s'arrétant à un terme 
quelconque du second membre, nous déduirons plusieurs consé- 
quences remarquables. (*) 

25. Du nombre de termes qu'il faut prendre dans la série de 
Stirling, pour qu'en négligeant le terme sommatoire, l'erreur soit la 
moindre possible. 

L'intégrale définie \ ^ ï'^Sl — -^^,, rfa: étant positÎTe de sa 

Jo — *~^ 

nature, nous ferons abstraction pour un instant du signe du terme 
sommatoire dont la valeur absolue sera par conséquent exprimée 

1 ["^x^-dx , 1 . ,, , 

P"^ ~ I 'i~~ — i 8 • »~* lorsque 1 on prend m termes dans 

h valeur de û(a). Si l'on avait pris un terme de moins, on aurait 
eu pour cette valeur absolue 

i :'*>x^-^*dx, i 






nous poserons 



i [^ x*"*~' dx 



1 -^x^ -si-e-»^" „} j+x' '■1- 



1+x» "^i-e-^ 



{') M' Schaar est le premier qui ait aiosi dooDé la forme exacte du reste de la 
série de Stirling exprimé par une intégrale définie (mémoire déjà cité). 
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Or, remarquons que dans l'inu^grale- 1 — r— ^ — j — logr — — dx, 

si je remplace au dûnominaleur t + x* par 1+x, ce changement n 
})Our effet de diminuer In partie positive de riotégralc, et d'augmen- 
ter au contraire ta partie négative; on aura donc : 



d'oH 

D>-\ j;'"-Mog- --dx \ x*"'-Mog- -i^J^> 

et par suite 






Et l'on voit que D sera posititir, si m n'est pas supérieur à ira + - - 

On en tire immédiatement cette conséquence importante : 
L'erreur est d'autant moindre que l'on prend un plus grand 
nombre de termes aussi longtemps que pour te terme auquel on 

s'arrête, on n'a pas m > ira -»- ■ 

Nous allons démontrer au contraire : que l'erreur recommence à 
croilre, et croit indéfiniment, dés que m atteint oti surpasue 

no -1- J + ai„„^, ' " B'oif plus grand que 1 . 
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Nous aurons comme iirdcédcmment 






-Or, remarquons que si dans la seconde de ces expressions, nous 
i 
remplaçons au dënomtnateur — hx par 1 -t- x, nous augmentons 

la partie positive de l'intégrale, tandis que nous diminuons la partie 
négative, nous aurons donc : 



D'où l'on déduit 

^r(2m — 2)A,„^, r(âffl — 1)A.„ 



2m — 2) / A,„_. 2m — 2 ^ 



Or, reprenons les valeurs de Ai„_( et de Ai« , on a, m étant au 
moins égal à 2 : 



D'où 



D'autre part 

A,.> 



w 
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nous aurons par conséquent à fortiori 

2m— 2\ 



..(. 



Or, si nous supposons m ^ ira -i- 1 , il est évident que l'on a : 
donc 



D< 



î5^'*-(^-,-i£=.-^) 



et il est visible que D sera négatif, dès que m sera égal ou supë- 

rieup îma -t- i -t- ^_^ i ce qui démontre la proposition que nous 

avons avancée. 
I) résulte évidemment de ce que nous venons de dire que, a étant 

plus grand que 1 , si m ^ tto , les trois intégrales 






I 



seront rangées par ordre de grandeur, la première plus grande que 
la seconde; et la seconde plus grande que la troisième : 

Que si »t> Tca -H 1 -t- âï ^a-i ' '^^^ ^^*>is intégrales seront encore 

rangées par ordre de grandeur, mais dans un sens inverse, la pre- 
mière plus petite que la seconde , et la seconde plus petite que la 
troisième. 
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Od eo coQclut que pour obteair l'erreur minimum, il fattl pren- 
dre pour m un des nombres entieFs compris entre ira — -9 et 

ira -H 1 + ^j j ■ S'il n'en tombe qu'un seul , ce sera la Valeur de m 

qui donne l'erreur minimum. S'il en tombe deux, il y aura doutef); 
et dans le doute, il sera plus avantageux de prendre le plus grand 

entier contenu dans ira + - • 

26, Des limite» de l'erreur commise en arrêtant la série de Slir- 
ling à un certain terme. 

I. Verreur est moindre que le dernier terme que l'on conserve, 
et moindre encore que le terme qui aurait suivi celui auquel oa 
s'arrête : 

On a : 



1.2.0 5.4.a' 



logr(l -H o) = -log27ra -H o{l0gB — 1)-H 

■^(2m— l)2ma'— '"^^ ^ «Jq 1 h-x» ^^i— e-«"-* 
Cette formule montre que le terme sommatoire est alternatiTement 

(*) Daoi «on mémoire, Honsieur Schiir coDsidcrsnl l'intégrale dé&oie 

$■" i'» 1 
da! loa- --— comme uoe fonction continue de m, recherche la 
j, 1 + a;* ° i — e-*"" 

valeor de m qui rend celle inlegrale un miDimum, et il démontre rigoureusement 
que m est compris entre ica etTca + 1 ; il en tire la coDclusion que pour obtenir 
l'erreur minimum , il faut prendre pour m le nombre entier compris entre no t.\ 
TTo-t-l. Cette conclusioB ne me semble pas tout à fait rigoureuse, et je crois que 
tout ce que l'on peut couelure de cette manière, c'est qae l'on obtiendra l'er- 
reur minimum en prenant pour m un des nombres entiers compris entre 
na — 1 et ira + 3. Si Cette obserTation est exacte, la marche qde j'ai suivie est 
plus complète, puisqu'elle ne laisse jamais da doute qu'entre deux talenrs de m, 
et que dans environ un tiers des cas, elle le détermine entièrement. La recherche 

J"**»*!! 1 

■ 1 '°8| __el-tnnJ "'J'''P'^ 'a méthode de W Schaar est 
'^ 
d'ailleurs intéressante, et je l'ai donnée dans la note deuxième, en poussant plus 
loin l'approximation pour la valeur supérieure de m. 

7 
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positif et négatif, et toujours de signe contraire au terme qui le pr^ 
cède immédiateonent. On a donc : 

logr(l -Ha)<-Iog2jia + a(logo — 1)+T-^, 

logr(4 +a) >-log27ra -I- o(loga-l) H- j-^— ^-^,, 

B, B, B. 

l.â.a 5.*.û''*'3.6.a«' 

et ainsi de suite. On peut en tirer ironiédiatement la condusioD que 
lorsqu'on s'arrête h un terme quelconque dans la suite du Stirling, 
la valeur absolue du reste que l'on néglige est inférieure soit au 
dernier terme que l'on conserve, soit au terme qui aurait immëdiate- 
ment suivi celui auquel on s'arrête, ce qui du reste peut se déduire 
«ussi des deux formules 



» x*" dx, 1 * f ** a:»-+* dx , 1 



{2m + l)2m.o*"+* 
que l'on tire sans peine d'une formule du N° 23. 

II. Si dans la série de Stirling, m n'est pas supérieur d ito-t- ~ 
/'erreur est moindre que la taoitié du terme auquel on s'arrête. 

En effet d'après ce que nous avons vu (2S), on a dans ce cas : 



1 f*a;'*-*rfx, i If^x'-dx, i 



e-iîTB» 
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on aura : 



Trjgl-t-a;» *'t~e-»'^'^2 (2m — l)2Mt.a 
ce qui contient le principe énonce. 



est moindre que la moitië du terme auquel ou s'arrête, mats déplus, 
je dis qu'elle est plus grande que ta moitié du terme qui aurait suivi 
celui auquel on s'arrête. 
Car on aura alors 



ii:-^'«.r 


1 ^ ir»x*^*dx 1 


Et comme 




lf»...ix 


1 1 («■.-«& 1 


.)oi+'- 'i 


1 -.-•"••' ■,),, l+i. '"«l-e-." 




B,.+, 




(2m + <)(2m -H 2)a"-H ' 


il TisDdra 




l(«»,-<k 


1 . * B..+, 


.)„! -H .-'»«( 


l — ir'-" ' 2 (2™ * l)(2m + 2) 0'-+' ' 



ce qui est le principe énoncé. 
IV. On démonti-erait de la même manière que si l'on avait 

nt^»r(»-H-+- — ^^ — -l'erreur serait plus grande que la moitié du 

terme auquel on s'arrêterait et pltts petite que la moitié du terme 
suivant. 
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V. Des principes que nous venons de démontrer, il résulte que 
\ 
m étant plus petit que na +-, si l'on prend d'une manière approxi- 
mative 

logr(! + o)=-log2»ra + a(loga — 1}-»-j-^-g-^j 

^« (-Ï)"-*B.,_, 

2 (2m- 3)(2« — 2)a«— »' 
on bien 



1 .2.0 (2m — 5)[2m — 2}a'--' 



logr(l+a)=-log2jro+a(iog 0—1)4 

2(2m~l}2m.a*— • 

Le ternie à ajouter pour rendre ces valeurs exactes aura toujours le 
même signe que celui du dernier terme. L'une de ces valeurs sera 
donc toujours plus grande et l'autre plus petite que la valeur véritable 
de logr(l ■+■ a), et l'erreur sera dans les deux cas moindre que 

i( h^ 5^=^^ ^ " 

2 \(^m — 3) (2m — 2) o»— " (2m — 1) -im.a*-^) 

puisque c'est la difTërcnce entre ces deux valeurs de log T(l -i- a) entre 
lesquelles se trouve la valeur véritable. 

27. Calcul numérique de l'erreur possible quand dans la for- 
mule de Slirling, on prend pour m le plus grand entier contenu 

dans JtŒ -(■ -■ 
RepreDOns l'intégrale -l -; ^iog-. : — qui exprime le 

terme sommatuire de la série de SlirliDg, ou l'erreur commise en 
g'arrélanl à un terme de certain rang. 

Appelons cette erreur E. Remarquons maintenant que si l'on re< 
présente par a une quantité qui peut varier entre et i, on a con- 
stamment pour toute valeur positive de x, 

1 -»- x* > a:'". 
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on en conclut 






dx log - 



posons donc m^wa — â~''^> ^ pouvant varier entre et 1, et 
nous aurons : 

r(2.»H-2fe-2.) 

Or, comme <z est arbitraire, et contenu entre les mêmes limites 
que h, posons a = h, il viendra 



Or on a (26, 1) : 

log r(l + a-X i log 27ra' ^ «' (log «' _ 1) + J-, . 
D'où 

et par conséquent 

log r{2»ra)< ^ log Stt + Affo -| j log ÏTia — â«a +-^^ 
£t passant des logarithmes aux nombres : 
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r(2»o) < (/S(2ito)"'""'" (""" e*"5^. 

D'aulre pari, on a, d'après les valeurs de A^„^ et A,, 






(2,)"-' 
itcomme 

A ^1, A <' ' 

A l'aide de ces formules, on trouve facilement 



Cette expressioD se prête très facilement an calcul par logarithmes, 
et permet d'apprécier la plus grande approximation qui peut être 
obtenue pour une certaine valenr de a. Ainsi pour a ^ 9, on recon- 
naît aisément que ^ <C ( 77: ) ' ^'o^i ^u prenant pour m le plus 



grand nombre entier contenu dans ira + -) c'est-à-dire le nom- 
bre 16, on est certain d'avoir les log de T[a), k partir de a= S avec 
quatorze décimales exactes. Pour a=:10, on verrait que E <( — l > 

on n'aurait donc point d'erreur portant sur la vingt-builième déci- 
male, en prenant m ^ 51, 

D'après cela , il est visible que la formule de Slirliog, quoique non 
convergente, peut servir à calculer lelogr(a), quel que soit a, avec 
tel degré d'approximation qu'on le désirera : car il sufBra de calculer 
log r(o -t- n) , » étant assez grand pour pouvoir obtenir l'approxima- 
tion demandée. logr{a + n) étant obtenu, on en déduira sans diffi- 
culté log l{a), d'après la première propriété des fonctions T. 
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% 3. De quelques FOnaUlES qui DOnHEUT un DdVBLOPPEIEHT 
DE LOG T(l + a) EN SËfllB COArEAGENTS. 

I. 38. Reprenooa la formule 

Iogr(l +a) = -log2iro -t- o(loga — i)-4- »(a) 

et mettons &{a) sous la forme suivante : 

.,„.=r '-G-0"-" ^- r '-G-0"-" e-^..- 

^0 a; f—i JO X I — e-' 

Or, en partant de la formule 

i; '-a-j)"-" ^..,.,(...),,(..i)_, 

on obtient facilement, n étant un nombre entier, 

Et nous pourrons faire converger n vers l'inSoi, si les deux 
membres convergent tous deux vers une limite finie et déterminée. 
Or, le premier membre converge vers â{a) comme il est facile de 
le faire voir. Quand au second, il faudra faire voir que la série 
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est convergente. Or, od y parvient très facilement, car on a 

Or, si l'on remarque que dans le second membre, est tou- 
jours plus petit que l'unitë, on aura 

et par suite 

(« * "--l) '»« * ïtt) - ' <3-:ii^+ 64^ ■ 

d'où 



r^ao 



ctaDt tous les deux eoQvergenta pour toute valeur positive de a, 
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le sera, 'et par coDséqueot 

Cr(""*"'"0'°''0-*'^')-'' 

on aura donc rigoureusemeDt pour toute valeur positive de a plus 
grande que 

Et par conséquent 

logr(l -.- a) = glog 2to + a (loga — i) 

-:::|(--î)-c-^)--l" 

II. 29. De celte formule, oq en déduit une autre qui procède 
suivant un nombre infini de séries infinies. Supposons d'abord que 
a soit plus grand que 1 , en remarquant que pour toute valeur de r 
depuis Jusqu'à l'infini 

_i / ' ' L_l_ s 1 \ 

"2^2.3(0 H- r)' 3.i(o + r)'"^4.5(a-4-r)' J 
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on aara pour toute valeur de a supérieure i l'uDité 

I 1 /l 1 1 \ 

"^ 2 ■ 4.5 U'"^ (" + !)' "^(«■«-2)' J 

— e(c 

D'où on déduira la valeur de logr{i -i- a) 

logr{l-i-a)=-log27ra-i-a(loga-l)+-2^2 _0 {^TTjï 

, 2 „*■ = * 1 

Série dont la convergence est certaioe pour a > 1 , puisqu'elle n'est 
qu'une déduction rigoureuse de la formule démontrée plus haut. 

Si a était plus petit que 1 , au lieu de développer, comme nous 
l'avons fait 



on ne développera que 



et l'on aura 



log^^-^a) = '-\oti^a^-a^loga-l)^.Ça-^'^\<^(i-^^-l 
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série dont lu convergence est certaine pour toute valeur positive de a. 
111. 30. Puisque l'on a rigoureusement 

*'=c:i(--o-<-.4.)-'i 

et que 

on aura 

\ îi ^ «-'-+'+"• dx. 

= Jo '^ 

Or, riotcgiale 

r -0-0"-" „. 

Jq a: 

s'obtient très facilement développée en série : en effet, en partant 
de la formule 



X a^^La-S 1.2.3.4^1.2.3.4.8 J 



B pour toute valeur finie de x, d'où 



^^0 
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et l'on pourra poser » = « , si le second membre demeure conver- 
gent, or on a 

f* ,1-x., j T{n + i) 1.2.3.. ..n 

)o (a4-r + i)-+< {«-vr+0-+* 

Il viendra donc 

c -a-0"-v ,.^.,.. 

— s (^2,3 (o + r 1- I)' ■^ 3.4 {o ^- r + !)■ "^•"^ 

la coarergence de la série du second membre étant évidente pour 
toute valeur positive de a. Ou eu tirera : 

"'"' i^,S.3%^Q (" + ''+l)'*3.4%._0 ("-n'+fj" 
et par conséquent 

iogr(i + »)_iiog2.a+o(ioga-i)+i(^^2'^J jj:;:^:;:^ 



'•* r-O (" + r + l)- 
convei^ente pour toute valeur positive de a(*). 



(*) Cette formule a été donnée par H' Binet dans son Mimoin mr la iniign^ei 
Eulériennti {Journal de Vieolt polylechniqve, tome XVI). 
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IV. 31. Dans la valeur de â{a), posons {) —r"») = i/, oo aura 
facilement 

Représentons par p„ la valeur du coefScieat 

pjl-fiii^f) (»i-i-p: 

1.2.3 m 

nous aurons pour toute valeur de y inférieure à l'unité 

(l-y)^ = l-p.î,-p.t,'-p,S' etc., 

multiplions par dp, et intégrons pai* rapport à p, depuis jusqu'à p, 
nous aurons 

ll9tll=p-,fMP-,-fMf-»-fMP etc. 

r dp, et intégrons eut 

df\ f,dp-f\ df\ p,dp.. 

h '0 •'o •'o 



multiplions celle-ci de nouveau par dp, et intégrons entre Oel^; 
il Tiendra 



1 L tl-#-l 



Ces deux formules, nous donnent pour ^ = 1. 



qui combinées ensemble donneront facilement pour < 1/ -C 1 , 
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Avant d'aller plus loin , faisons remar()ucr que puisque d'après la 
valeur générale de P_.,) l'on a 



J(i-P) (m 



P..4-1 ^^*^ <loo<^ constammeot positif, aussi lODgteiops que ^ est com- 
pris entre et 1, de plus ^ étant compris dans ces limites, ^,4,, 

reste inférieur à j; si donc vous représentez par k et k^ des 

quantités comprises entre et 1, vous aurez 






'■"•is^rr""'''' 

on en conclut que la valeur numérique de b. reste toujours infé- 

1 i 
Heure à ■ On pourrait démontrer que 6« est toujours posi- 
tif, dès que m = 2, mais cela est inutile pour l'objet que nous 
avons en vue. 

La valeur de b„ peut du reste se mettre facilement sous la forme 
d'une intégrale définie simple, en remarquant que 
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\ # P.-,,''?- P.t,*-\ P-P.+,*- 

D'où l'oa déduit 

On trouve du reste très facilement pour les premiers de ces coëHîcients 
Ceci posé, on a rigoureusement: pour <5 < I, 
et par suite pour ces mêmes valeurs. 

-l-l^-Ky'-Ky'-b.y j(i-s)-, 

et l'on en conclut; s ëlant une petite quantité 

"" ) j 12 -''• y* - ''i y' — ** ï' (^ -j/)"^ 'h- 

Et l'on pourra poser e = 0, si les deux membres convergent tous 
deux vers une limite finie et déterminée. Or il n'y a pas de doute 
quant au premier qui converge vers ù (a) ; quant au second il faut 



,y Google 









"■"'"laa *r^5-»-fl, •^_4^-ffl, *r,5-i-ai 

M h série da secood membre fst cooTcr^cnte pour toute vdcur 
poiitiie de m. 

Or, oom panfiendroos facilement à le démoalrer en i 
que l'on a d'après la rormole de Stïriîag, 



r(nn-i; <|/fc(iit -t- Ij" 'e-:--«e»*-*«', 

r(m-»- I +a)> ^^'m-t- i -*- a)"*" t-<-~*—- . 
D'où l'on lire par la ditision 

r(m + 1 -t- o, ^ \»i -»- 1 + ay (M-t-l-i-o)"' ' 

Comme l'oa a conslammeot quelle que soit la valeur positive de a 
et de m, 

de plua que la valeur numérique de 6* est constamment inférieure 
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il viendra eo D'ayant égard qu'aux valeurs absolues 






.a (»•+')" 



„_2 (■» + ')•*' 

est toujours convergente si o^O, donc la convergence du second 
membre est démontrée, et l'on a rigoureusement pour toute valeur 
positive de a 

* ' 12o 'r(3 + a) 'r{4-H o) 

La première propriété de la fonction r, donnant facilement 

r(»i + i]T{a) 1.2.3 m 

T{m-^-i -f a)^a[a-t- \) {a -t- m)' 

on aura 

... irj__. *i^_ ■ 1.2.3 1 

"'■'*' °o [12 *(« + *) (» + 2) »(o+l)(a + 2)(a-^-3j J 

Et par conséquent : 

l-^-^ ■ 1 

(«*l)(a+.S)(. + 3) ■ J 

qui est rigoureuse pour toute valeur positive de a. 
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Cette formule remai^oable a été donnée par H. Sinet dsas son 
mémoire sur les intégrales Eulériennes; elle y est démontrée pour 
a )> 1, M. Cauchy à qui cette démonstration est empruntée {') ne s'est 
pas occupé de la convergence de la série à laquelle on arrive. 

V. 32. Toutes les formules précédentes ont été unirormément 
déduites de la valeur de û(a). Leur convergence était d'autant plus 
rapide que a était plus grand, nous allons au contraire en partent 
de la formule 






trouver une série procédant suivant les puissances croissantes de a, 
et dont la convergence sera limitée au cas de a < 1 . En e'aidant de 
la formule 



== e-» -t- «-»• + e-»- 

c — 1 

on démontre que 



) (-—1 ~ a + i"*"2 a-+-2"^3 o-t-3 

la convergence de la série du second membre se voyant immédiate- 
ment en remarquant que 



11 en résulte que 

dl.gr(.^,)__^^ ■-«/.__j_Y 
do ^^1 \r a-\- r) 

d'où l'on tire en dérivant plusieurs fois par rapport à a 



(') Exercicei d'amUyit el (U phytigue maihémalique, lome II. 
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-='-')'<'-^-' "-"Cr[(^]' 



» étant UQ nombre entier au moins égal à 2. 
Or, on a. d'après la formule de Taylor : 

.(,.„_p,„.ffi)„.Œ)....m„.^ 

^ l'oo pose F(l H- a) = logr(4 -4- a), en remarquant que 
l0gr(l)c=O, les fonnules précédentes donneront 



La série du second membre sera convergente pour toute valeur 
de a inférieure à l'unité, en valeur absolue, et par conséquent 
pouf — 1 <a<^ + l. On peut lui donner une forme qui rendra la 
convergence plus rapide , en remarquant que a étant compris entre 
ces mêmes limites, on a 



ee qui nous donnera. 

logr(i*« 

Cette formule nous donne logr[1 ■+■ x) en logarithmes népériens; 
pour l'avoir en logarithmes vulgaires, il faudrait multiplier tous les 
termes.du second membre ik ['exception de log (1 -i- a) par 

p = 0, 434 19448190 

Posons donc immédiatement 
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ril-C)-S',, |(S,-t)-.S' |(S,_1)-S- 

et en général pour des valeurs entières de n plus grandes que l'unitë 

!i(s.— i) = s'„ 

nous aurons 

(«) Logr(l + a) = — Log(1 -t-oj + ffo + SV» — S'.a'+ff^o* 



En se rappelant la deuxième propriété des fonctions F, on arrÎTera 
ftcilement à donner à celte formule la forme suivante 



On trouvera dans Legendre (Exercices de calcul intégral, tome 11), 
une table de ces coefficients S', et de leurs logarithmes jusqu'à S',, (*). 
L'emploi de la formule (p) sera en général plus avantageux que celui 
de la formule [a), excepte dans le cas où a ayant une valeur extré- 



un degré d'approximation suffisante. 



(*) Ces coefficients y sont dëaignés par B,. Nous l«s dësignoos par S\ pour De 
pas coDfaadre cette netatiou avec celle des Dombre^ BeraouîtiieDS. 
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DES TABLES DE LA FONCTION F. 

53. Construction des tables. — Nous avons dit (1 1) que ta eoDoais- 
ssDce de la fonction r dans une période, c'est-à-dire, entre deux 
nombres entiers coosëcutiTs équivalait à la connaissance entière de la 
fonction. On conçoit qu'à l'aide de l'une des nombreuses formules 
que nous avons données pour te calcul approximatif de logT(a}, on 
ait pu déterminer successivement les logarithmes népériens ou les 
logarithmes vulgaires de r(it-i-nu), k ayant une valeur entière 
quelconque, ra étant une fraction ayant l'unité pour numérateur, 
et n un nombre entier qui prendra toutes les valeurs depuis jus- 
qu'à — • On aura ainsi une table de la fonction r. Nous supposerons 

que l'on se serve de le table qui se trouve dans le 2' volume des 
Exercices de calcul l'nlé^raf de Legendre. Pour ces tables fc = l,et 
6)^0,001, de telle sorte que les tables donnent les logarilbmes vul- 
gaires de la fonction T(a), de millième en millième depuis a = l 
jusqu'à a = 2. Legendre a choisi cette période de préférence à toute 
autre, parce que le minimum de la fonction T, s'y trouve compris. 
Quant au calcul, il s'est servi des formules (a) et [p], (32), pour déter- 
miner Logrll -"-TT^)' depuis n = jusqu'à n = 250; pais en 

combinant convenablement l'équation des compléments (12) pour 
n;=l, et l'équation de Gauss (16) pour n = 2, c'est-à-dire les deux 
formules 

r(l -^ a) r(2 - a) = a (1 - a) ^-j^. 
r{a)r(^a-H*^=|/â;2'"*"r(2a}, 



(^*"^1000/ 



il est parvenu à déterminer LogTl 1 -h Tr---T li depuis n=>250, 

jusqu'à n =• 1000, à t'aide des valeurs déjà obtenues, et la table était 
construite. La table de Legendre est à douze décimales, et contient 
les différences premières, secondes et troisièmes. Quant au signe 
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des difFéreoees , les différences gecoades. sont toujours positives , les 
différeDces troUièmes toujours négatives; les différences premières 
sont négatives jusqu'à a^=4,4€1. Elles sont positives depuis 
a = 1,463. Voici un extrait de la table : 



a 


Logr(o) 


Dit r. 


Diï. H. 


DiiT. m. 


1,865 
<,866 
1,867 
1,868 
1,869 


T,977 839 678 473 
7,977 983 939 034 
T,978 128 SÛ5 298 
T,978 273 377 057 
T,97S 418 851 102 


IM 260 561 
lu 566 264 

144 871 759 

145 177 045 
145 482 123 


306. 705 
305 495 
305 286 
305 07» 
304 872 


208 
209 
208 
206 
205 



Voici maintenant comment on se sert des tables pour résoudre les 
deux problèmes. 

On donne a, trouver Log T{a). 

On donne Logr(a), trouvera. 

34, 1" Problème. On donne a, trouver tog r(o). 

1° Si a est compris entre 1 et 3, et est exactement un des nombres 
de la table, on trouvera à cdté Log T(a]. 

3" Si a est compris entre 1 et 3, et est compris entre 3 des valeurs 
de l'argument inscrites dans la table, posons 

a = a' + ûw, 



tt =3 0,001, a* représente la valeur immédiatement moindre que a, 
qui se trouve dans la table , < a < 1 ; on a d'après une formule 
connue 



/î»'+»)-fio')+.A/;o) 






1» 



■,|.-<)(.-2) 



A»... 



Les différences A/^a), à'^f[a), étant celles qui correspondent à 

des accroissements u donnés à a', on aura donc 



lili 



log r(o' + 11.) - log r(o') -^ «A logrlaO + '^ ^ ' A' Log r(a') * .. 
D'où en représentant Log r(a] par A, et log T(a') par A', on a 
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A = A' -4- ftAA' ■+■ 



i.2 1.2.3 



on peut négliger les termes sui vents comme D'exerçant point d'in- 
fluence sur la douzième décimale. A l'aide de cette formule, on cal- 
culera A de la manière suivante : on aura 

A = A' + « FaA' +^1ZL?/'a»a'+':^J^A»A'^1 • 

a 2 

On calculera d'abord i*A' h =— i'A', qu'on représentera par A',, 

puis A,A' H 5 — A', qu'on représent«<a par A', el enfin on aura 



Exemple. — Trouver la valeur de Aslogr(l 
d'après la table 

Logr(l,866) = A' = 7,977 985 939 034, 

AA'= 144 566 264, 

â*A'= 505 495, 

i»A' = — 209, 

on aura donc 



A = A' + aA',=T,978 030 181 429. 

S' Si a n'était pas compris entre les limites des tables , quoique 
restant positif, on ramènerait facilement le cas à la question précé- 
dente à l'aide de la première propriété de la fonction r. 

Exemple. — On demande de trouver A^=^Log^(4,866320l). 
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On aura 

A =sLog (3,8663201) -^- Log (2,8665201) •*■ Log(l,866320I) 

+ Logr(l,8663201). 

De même od trouverait 

A = Log (0,8665201) 

par la formule 

A =• Log r(t,8663201) — Log (0,8665201). 

i* Si a était négatif, on commencerait par calculer r(1 — a), et on 
tirerait de là, la valeur de T(a) par la formule connue 



à laquelle oo peut appliquer le calcul logarithmique si le second mem- 
bre est positif. S'il était négatif, on poserait 

[-r(a)]r(l-a)-.-^^!— , 

et on pourrait déterminer par logarithmes — r(a) et par consé- 
quent T(a). 

35. 2"" Problème. On donne r(a), trouver a. 

Les valeurs négatives de a qui satisfont à une valeur donnée de T(a], 
étant en nombre infini, nous ne nous occuperons que des valeurs 
positives; en d'autres termes nous restreindrons le problème à cher- 

cher les valeurs de a qui donnent à l'Jnlégrale \ tr'x^^dx une 

^0 
valeur proposée. Or, puisque la fonction r(a) augmente indéfiniment 
pour des valeurs positives de a, de part et d'autre du point où elle 
est un minimum, il s'ensuit que pour toute valeur dcLogT(a) plus 
grande que la valeur minimum il y aura toujours deui valeurs réelles 
de la racine a. 

11 n'y en a point, lorsque la valeur donnée est inférieure & la valeur 
minimum. Ce minimum a été d'ailleurs calcul^ très exactement par 
Legendre qui a trouvé 
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logr(a)= 7,947 239 174 593, 
pour 

= 1,461 632 145 lOS. 

Nous désigoerons les deux racioes cherchées par a, et par a,. 

Eq faisant abstraction de la valeur Logr(a) = 0, qui répond k 
a, =1, et a, ^ % nous distinguerons deux cas : 

1° Logr(a) est négatif. Les deux racines sont comprises entre 1 
et 2, l'une plus petite etl'autre plus grande que 1,4G1632 

Pour trouver la 1'°, cherchez dans la table au-dessous de a = 1,462 
deux valeurs de l.irgument qui donnent pour Logl(a) des valeurs 
entre lesquelles se trouve comprise la valeur donnée. Soit a' la plus 
petite de ces deux valeurs. Posons Log r(o') = A' et o, = o' + aa. 
Appelons A la valeur de Log l(a) proposée, et déterminez i, k l'aide 
de la relation 

A = A' + <f, 

ou calculera aisément a à l'aide des deux opérations suivantes. 
On a 

tf = « FaA' ■+■ ^-^ ( A'A' + '^-^ '^''^')1 • 

Commencez par négliger dans 3,^A' et A*A' les quatre derniers 
chilTres, l'équation à résoudre deviendra 



En négligeant d'abord le petit terme — - — A'A', on aura une pre- 
mière valeur approchée de a, et en tenant compte ensuite, on déter- 
minera une valeur de k qui sera exacte jusqu'à la quatrième décimale. 
Appelons a' cette valeur, et z la correction qu'il faut lui appliquer, 
en sorte que l'on ait a = i' + î, calculez 3' par la formule 
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TOUS aurez 



■-(-•-5)^w' 



valeur dans laquelle il ne faudra pas conserver plus de chifFres 
décimaux qu'il n'y en a au numérateur. La racine cherchée sera 
a^ = a' + û)(a' -H s). 

On Irouverait a, exactement de la même manière, en cherchant 
au delà de la valeur 1,461 de l'argument, deux valeurs qui compren- 
nent la valeur proposée. 

2" LogT(a] est positif, a^ est compris entre et 1, a, est plus 
grand que 3. Pour déterminer a, par exemple, opérez par tâtonne- 
ments et en vous aidant de la première propriété de la fonction T, 
jusqu'à ce que tous ayez trouvé deux valeurs de a distaules de un 
millième qui donnent pour Logr(a) des valeurs comprenant celle 
qui est proposée. Nommez a' la première de ces valeurs, calculez 
Logr(o'), Logr(o' -H m), Logr(a' + 2w), Logr[o' ■+■ 3w), de manière 
à pouvoir déterminer iA', i'A', A'A', et opérez ensuite exactement 
comme dans le cas précédent. De même pour trouver la seconde 
racine (*). 

Nous proposerons pour exemple de rechercher la seconde valeur 
de o qui donne r(a) = j/tT. On sait que la première de ces valeurs 
i 



Ainsi on a Logr[«} = -Logx = 0,248 874 956 347 

Après quelques tâtonnements, on trouve que a est compris entre 
2,86S et 3,866. Nous aurons alors : 



A'ouLogr(3,86S; 
Logr(2,866] 
Logr(2,867; 
Logr(2,868) 



= Logr(l,865) + Log(l,865) =.0,248 818 514 618. 

= Logr{l,866)-HLog{l,866) = 0,248 89B 578 444. 

= Logr(l ,867) -i-Log (1,867) = 0,249 272 823 247. 

= togr(l ,868) -t-Log (1,868) =0,249 630 248 951. 



(') Ces détails sont extraits du tome 11 des Exereicti dt eakul intégral de Legimjii. 
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Calculant les différences, on a 

AA' == 377063826 4'A' = 180977 A»A' = — 76 



Posant a, = 1,863 + aœ, une première valeur approximative de « 
sera fournie par 



On en tire a' = 0,1496. 

A l'aide de cette valeur on trouve if ^^ S6397234, d'où 



AA' + ('a — i^ A'A' 577063826 -+- ('«'—5) X 1 

= 0,00006496. 
D'où on lire 

a, = 2,86514966496 
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CHAPITRE m. 



APPLICATIONS DE LA THEORIE DE LA FONCTION T. 



Pour faire voir tout le parti que l'on peut tirer de la roncHon r 
dans diverses questions d'aoalyse, nous traiterons de son application 
k la recherche des intégrales définies, et à la ibéorie des suites. 



A. IKTEfiRALES DEFINIES EXPRIMÉES A L'AIDE DE LA FONCTION T. 
36. De Pintégrale\ fr'^" x"-^ dx, k étant fini et plus grand que 0. 

■"o 

Si dans l'intégrale \ tr^" a:"-* dx, on pose fer- = y, on aura 

■'o 

^^Cy x--^^. et rfx = — ^. 
k' k~^ mA"y"=" 

En remplaçant, il vient 



$e-u« a;,-* jj; = r ( — ) ■ 
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De cette intégrale on déduit quelques cas particuliers dignes de 
remarque : posODS m := 2, el k^ a*, nous aurons 

Si n est un nombre entier pair, posons n i= in', il viendra 

• r^...,.>-j,- ' iM- '-^-^ 1°'-') (,. 



Si n est un nombre entier impair, nous aurons en faisant 
» — 2»' + 1 



j J .-.•.- rf«_^r („'*!) 



m 



Le second membre pourra se ramener à l'aide de ta première pro- 
priété de la fonction r, à la valeur de r t - I ou \/n. Si n' = 0, nous 
obtiendrons 



•d,^uC-\-L^...... 



{^) 



On peut remarquer que e-"*''a:*"' ne change point lorsqu'on 
remplace x par — x, par conséquent la formule (<f) donnera 



l!-0 



D'où comme précédemment en faisant n' = 0, nous aurons 
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Cette intégrale définie est d'un grand usage. Od en déduit immé- 
diatement l'intégrale définie 



•'o 



(eW-H.e-«i-)rfi. 



En effet dans la formule (e) remplaçons x par x + ~> on aura les 



limites restant e 



r* i/« +(''1* 

} — 00 " 



De même en remplaçant x par x < cette même fonnnle aurait 

donné 

D'où en additionnant ces deux intégrales 

Et si l'on remarque que la différentielle ne change puiut lorsqu'on 
change le signe de x, on aura 

r,-..,. ...... .-.M ..='^.-a)'. 



57. Nous avons trouvé (10], la relation qui permet d'exprimer 
l'intégrale Eulérienne de première espèce à l'aide des fonctions r. 
Toute intégrale définie susceptible d'être exprimée à l'aide d'une des 
formes de l'intégrale Eulérienne de première espèce, le sera par 
conséquent immédiatement en fonctions r. 
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Ainsi k étant nn coefficient fini et plus grand que zéro ; on ramè- 
nera i m média terne nt l'intégrale 

r* a:"-' dx 

)^ H + kx')'*'' 

k l'intégrale Eulérienne de première espèce en posant kx" = t/, nous 
aurons alors 

f* x°~' dx 1 r* y™ di/ ^ I y" dy 

" mi" " mt-Jo (1+y)" " 

Et d'après ce que nous avons vu (10) 

Si dans cette dernière nous posons a + 6=^ 1, il vient 

mk"" 
Et comme 

^ •' ^ ^ sin — 

f * x'~* dx I X 

\ H+kx")^ ^ . m' 
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En posant 

a _\ 



? dii 

( I— (1 - X 

di=-[ /"'{) — s)>-«dy, 



h laquelle il eût été facile de parvenir directement. 
Si dans l'intégrale définie 



on pose x'"=f/, il viendra 






et d'après ce que nous avons vu (10) 






£n posant — \-h = \, on aura 
m 



Ces transformations sont fort simples, et sang insister sur d'autres 
analogues, nous aborderons la reclicrche de deux intégrales définies 
exlrémeoient importantes. 
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M. Des intégrales \ e-" x"^ eosbxdx , \ tr" x"^ sinbxdx..... 
■^0 ■'o 

B et n Sois et plus grands que zéro. 

Nous savoDs que si k représente un cocfficieat positif^ ou a la 
formule 

1 e-*-a:"-'(tc=-f-i» 



Euler croyait que celle formule serait encore vraie, si l'on y rempla- 
çait k par «4-6 (/ — 1 , pourvu que a fût positif, et par conséquent 
que l'on aurait 



r'-+'i/='"K— 'dx= 



r(n) r(«)(a-6l/-l)- 



(« + 6(/_l,- (a' + 6»)" 



En séparant les parties réelles et les parties imaginaires, nous 
seront conduits aux valeurs des intégrales proposées, pour cela soit 



6 = rsin a, 






r{«) (coB tut — (/— 1 sin n 



,y Google 



«-"!•-• sin6»fcr = 



rW 


ÇOS^.^ 


;.«+f)' 1 


rW 


SiO», 


(.•+t'|' ] 



Ce «ont les formules qu'il s'agit de IrouTer. Oo comprend que 
l'induction qui les a fournies quoique fort ingénieuse, a ite^in d'être 
vérifiée par on procédé plus rigoureus. Nous allons en donner deux 
démonstrations. La première est fondée, comme celle que Poïsiion a 
donnée dans le 16" cahier du Journal de l'école poli/leefini^ue, sur 
l'intégration d'un système d'équations différentielles simultanées, 
mais elle est considérablement simiilifiée. Dans la seconde, nous 
emploierons le dérelopperoeot en série convergente qui dous conduira 
fort simplement aux formules demandées. 

i" DémonttratUm. — Posons 

y^l «""«""'cos&rdi, 

s ^ l e~" x^' sin bxdx. 
Nous aurons en dérivant par rapport à b, 

-Ti-^ — \ e~-^ x" sin bxdx , 
db }q 

dz ("^ 

En remarquant que l'on a 

1 



. , , — er" (b cos bx ■+ a sin br) 

-" sin bxdx = 1 — . — , - ; > 

a* -4- 6* 
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l'intégration par parties nous donnera 

, . , j e-" x" (b cos bx ■*- a sin bx] 

e-"*i" sin bxdx = ^^ ; '- 

a* + b* 

n f 
■*■ -^ — jt\ fi~" (& eos 6x -H o sin bx) a;"~' de. 

Si nous prenons les intégrales entre les limites et ao , en remar- 
quant que le premier terme du second membre s'évanouit aux deux 
limites, si a et n sont 6ms et plus grands que zéro, nous aurons 



f* — ■ i. , nb f-^ 

\ e-" x" siii bxdx = -T 7- \ e-" a:*-* oos 

L «' + '■)„ 






bxdx 



e~" x"-* sin bxdx. 



Et nous en tirerons 



Et l'on obtiendrait d'une manière analogue 
dT n 

S5-=-ïr^.!-"'*''> (2) 

Ce sont ces équations qui, intigrées, vont nous fouritir les valeurs 
de y et de x. Pour y parvenir, soit 



db a* + h* 
les équations diSérentielles deviendront 
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posons de plus , 

y = (a*-t-6*)-ti, el z = (a* + 6*)- r , 

m étant un espomnl qae nous déterminerons , les équations trans- 
formées scKHit, après avoir divisé des deux eùlés par (a* + b*)~, 

— = (2mH- n)ii -- Jttf. 



Ces équations deviennent très simples en faisant âm + n = , ou 
« = — - » on a alors 

A* _ 



qui s'intigreat sans peine et dooneDl A et B «tant deux conslaotes 
arbitraires. 



On voit facilemeot que la constante 6= 0, car si l'on pesé 6=0, 
cl par conséquent ce =: 0, z et par conséquent v doit s'évanouir. Les 
valeurs de u et de v seront donc 

v^Acosna, v = AsiDna^ 
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Et par suite 

Aeosn^ A siii na 
» = ;• «= =■ 

Quant k la coDstante A, on la détermine très facilement en posant b 
et par conséquenl a:=0, en remarquant que la valeur de y se réduit 

alors à l e~"x^* dx ou > il vient A = r(«): les valeurs de u 

}q a- ^ 

et de z sont donc bien celles qui ont été trouvées. 

2=" Démonatration, 

Pour légitimer l'emploi des formules trouvées par l'induction 
d'Euler, nous allons démontrer que si elles sont supposées vraies 
pour une certaine valeur b' de b, elles le sont pour toute valeur de b, 
telle que 6<^6'-i-a. Or, comme ces formules se vérifient d'elles- 
mêmes pour b' = 0, elles seront vraies pour 6 < a, étant vraies pour 
b <^a, elles le seront pour 6 <^ 2a et ainsi de suite, elles serout 
générales. 

Or, remarquons que X et h, étant supposés Sniis, on a généralement 
en série convergente 

cos(6'-»- h)x^<Msb'x — Aa:sin fr'x — ï~t*^^ ^'^ "+" ï a ^ sinfi'a:..... 



sin (6' -t- A)a; = sin5'a; ■+■ hxcosb'x — 7-^sio f>'^ — TT^'*^*''^ 

Nous supposerons A <^ a, il viendra en multipliant les deux mem- 
bres par e^'x"^*, pour taule valeur positive et finie de 0, de a 
et de X, 

g-fl. jj--! çQ^fj)- ^_ ^j j;,_g-a.^»-( cos6'x — Ar'ir'"sin 6'x. 

e~"ar^* sin (fc* -1- A) x = e~*' a:^* sin b'x -*• hx" er-' cas b'x 

Nous pourrons intégrer les deux membres depuis jusqu'à l'in- 
fini, si nous démontrons que les intégrales des premiers membres 
sont finies et déterminées, et si les séries des seconds membres 
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sont convergentes. Sous ces conditions et en appliquant les for- 
mules d'Euler qui sont supposées vraies pour 6 = b', nous aurons, si 

6' 
a' = arc tg - > 

f" . ,,, ,, . r(i.)co8n«' iI(in-l)sin(»-H()«' 

" [a'fb'')' (a'+t^)" 

t' r(tn-a)cos(.n-a)»' 
1.2 ^ 

f» , . ,,, ,, . r(n)sinna' A r{n + l)co3(it-t-f)a' 

ou d'après la première propriété des fonctions r, 
l e-" a^-'cos(6'-i-A)idi 

■'o 

= . cos.i.'-jSin(»-t-l). -y^eos(in-2)i.' ^^,^^ ■ 



"' sia (b' -t- h)xdx == ; Isin tia.' -t- - cos(n -i- i) 



Les conditions posées étant visiblement satisraites , puisque les 
intégrales des premiers membres sont nécessairement inférieures 

h\ e''" x''~* dx ou -^j et que les séries des seconds membres 

sont convergentes, si A < [/a' + b* et par conséquent si A < a. 
D'autre part, si nous développons 

r[n) cos na r(n) sin «g b'-^h 



(.■+(6' + *)'f' [«•h-(6' + A)>J» 
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suivant les puissances de h, nous obtiendrons sans difficulté les déve< 
loppements des seconds membres, ees développements étant conver- 
gents, dans les mêmes circonstances. Ou en conclut que l'on a 



«-« x"^* cas [b' ■*- k}xdx = 



c 

ff~"' a;'"' sio (6' -*- h)xdx = 



[a- + (f + *)■]• 
r{n) gin na 



h étant plus petit que a, si ces formules sont vraies pour k-=0. On 
en conclut, comme nous l'avons dit en commençant, que les formules 
d'Euler sont générales, et que l'on a puur toute valeur de b, 

f* -„ ^. i j r(n)cos na 



j-OI jjl^l gj[, ^xdX = 



r(n)sinna 

(o* -+- 6*)' 



M qu'il fallait trouver (*). 

Corollaire. — les formules d'Enkr étant démontrées, supposons 
que « ne soit pas supérieur k l'unité dans la première et intégrons les 
deux membres par rapport à b, nous aurons 

f« . . I . r(«}sin(l~nV 

l e--'x"-* sin bxdx = —^ ^^ ;=! ■*■ "■ 

(1-«)K-h6')^ 



(') M' Kummer a cmplofë le développement en série pour déterminer ces inté- 
grales (Journal de CreUe, t. 17), mais la série i laquelle il arrive est divergente, 

dès que tg - atteint l'unité. 
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L'intégrale du premier membre est Soie et déterminée, tant que 
fl ^ 0, comme il est facile de le démontrer en la décomposant en 
deux parties, U première 

\ e-"iir'-*sin6a:dx <6l e"" jc*"' rfx < 6 — > 
•'n Jn " 



qui converge vers zéro avee e, et la seconde l «-"x"-*sin6xrfx, 



C' 



qui est visiblement finie et déterminée. D'autre part, le second 
membre reste fini et continu. Pour déterminer la constante, fai- 
sons b = 0, on aura c ■= 0, et par conséquent 



(!-«)(»•->-*•)• 



^00 j-OO 

59. Des intégratei \ x"-* cos bxdx et V x""-* sîo bxdx. 
^0 ^ 

Avant de rechercher les valeurs de ces intégrales, occupons-nous 
de rechercher sous quelles conditions ces intégrales ont une valeur 
finie et déterminée. 

Pour cela, prenons l'une de ces intégrales, la seconde par exemple, 
et décomposons la de la manière suivante. Posons 

l i''-'sin6xrfx=| x*~'sin6xdx+ 1 x''^sin6x(ti:+ j x"-^sin6xdx.. 

^0 Jo Jî J = 

puis ramenons toutes les intégrales du second membre aux mêmes 
limites, en remplaçant successivement x par x-f-r» x-t--T-» 

x-»--r' etc., nous aurons 

6 
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f a:"-' sin bxdx = I a:""* sin bxdx m- I ( '^ -*■ r ) sin (5a; -<- ff) rfic 

-1- I (x-f-pi sin (6a; -*- 2jr}(£E 

D'oà 

$a;"-< sin 6a;(tc = 1 x"-' siD bxdx — I ( a: -»- t I «io bxdx 
Jo Jo'^ ^^ 

-+-1 ["^'^'T } sia bxdx. ... 

Sous cette forme il est visible que chacune des intégrales du second 
membre étant positive de sa nature, ce second membre formera une 
série dont les termes sont alternativement positifs et négatifs; il ne 
reste plus qu'à savoir si les différents termes vont en croissant ou en 
décroissant indéfiniment. Or, en comparant les difTérentielles dans 
une intégrale et dans la suivante, on voit que pour une même valeur 
de X, la difTcrenlielIc est plus grande ou plus petite dans la première 
des deux intégrales , suivant que l'on a n < 1 , ou n > 1 . II est facile 
d'en tirer les conclusions suivantes : 

1° Si »>1, la série 

I a:"-'sin6a;diF — 1 I x-*-r ) ^'" bxdx-^ I I x-t- -r 1 sinbxdx... 

(■se 
est divergente, et par conséquent l'intégrale \ x"^* sia bxdx est 

^0 
indéterminée. 
2" Si n <;i, la série 
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I 1 x-i-T ï siD6x(tr+ I ( X+-J-] iiabxdx — | (1-4-— ) sinbxt 

est convergente, el la somme en est finie el déterminée. 
(•00 
L'intégrale \ x^' aiabxdx, sera donc aussi finie et déterminée. 






nbxdx, est finie et déterminée. Or, le sinus d'un erc 
étant plus petit que l'arc lui-même, supposons ti> — 1, on aura 

l^x"'' sinftxdx <^6 \''x'dx, 

■'o •'0 

l'intégrale i''a;"rfa;, étant finie et déterminée, si n> — 1, on en 

conclut finalement que l'intégrale \ x^* sin bxdx, est finie et déter- 

■'0 
minée, si n est compris entre les limites — 1 et -i- 1 . 11 est au con- 
traire' fort facile de démontrer que ^^x"-* sin bxdx est infini, si 
»< — i, et par conséquent qu'il en est de même de l'intégrale 
\ a:"-' sin bxdx. 

Il est donc démontré que l'intégrale \ x^'siabxdx, est infinie 

si M est égal à — 1 ou plus petit que — l ; qu'elle est indéterminée 
si n est plus grand que 1 (on voit immédiatement qu'elle est égale- 
ment indéterminée sin=^l}; enfin qu'elle est finie et déterminée 
pour — 1 < n < -t- 1, 
En appliquant une décomposition analogue à l'intégrale 

\ x"~' cos bxdx, on reconnaîtra ; 
■'0 
Qu'elle est infinie pour n = ou n < 0, 
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Qu'elle est indétermiDéc pour n = i ou » > 1 ; 

Qu'elle est finie et dé le nui née pour < n < 1 . 

D'après cela, il sera fort facile de trouver les valeurs des intégrales 
proposées dans le cas où leur valeur est déterminée. SupposODS que 
pour toutes deux l'on ait < « <^ 1 . 

D'après ce que nous venoQS de dire, l'on aura 



0<n<l. 



\ x^' sin bxdx = lim l x^-* aio bxdx 
Or, les intégrales 

\ X--* nos bxdx et l x"-*sinbxdx, 

•'o ■'o 

sont égales aux limites vers lesquelles convergent 

\ e-"x'^ eus bxdx et \ er" x'-* ain bxdx 

quand a converge vers zéro; et d'après les formules d'Euler, on a 

i-_ fs,_„ . , , , r(n)cosnœ 
lim t r*"' a:"-* cos oitwc = -^-i 

, « ^= arc Ig - - 

,■„ fl .. _. . , , r(«) sin jw ** 

on en tirera la conclusion 
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x*-* sin bxix =s lim 



^0 



(«■ + *■)' 6 

d = arc tg - • 
r( n) sin B- " 



S convergeant vers zëro. Or, les limites sont très Taciles h trouver, les 

, , ns , . , MIT 
numérateurs converj^nt vers r(n) cos— et r(n)8in-Tr- > et les aé- 

QomiDateurs vers 6'; on aura 



r(}i)m— 
is bxdx ^= j 



0<«<1 



r[sin n 
"•sin bxdx= 1 — ;— 



De la même manière en partant de la formule 

rw sin (I -!■)■, 



e~" «""' sin bxdx ^ - 



(1_ „)(«. + 6*)' 



r(n)8in(4— n)- 
■»6infta:dx= — — , «> 0, n < i. 

(1— n)6."-* 



Cette formule étant du reste encore vraie pour n = i, attendu 
qu'elle est vraie pour des valeurs de n aussi peu distantes qu'on 
voudra de l'unité, et qu'il n'y a aucune discontinuité pour cette 
valeur. 

On a donc les valeurs des intégrales proposées exprimées à l'aide 
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de la foDction r , aussi longtemps que ces intégrales soot finies et 
détermiaées. 

On peut présenter les formules pr&ëdentes sous une aulre Torme, 
eo faisant usage de la seconde propriété des fonctions r, qui donne 



^ ' r(l— M)sin n 
les deux premières deviendront 
tur 

""¥ 1 



Jx" 'co; 


\ x^* sii. _-___^ ^ 



6t(1— nlsinnjT 6"r(l— n) . . nt 

n>0, »<i. 

'"T I 



ar*-' sin bxdx 



(1 — n)m — n)b''' sin nu 



Si dans les deux premières , nous posons 1 — n^a, a étant par 
conséquent compris entre et 1 , on trouvera facilement 

i àx=^-— , et «'^=77^ ' 0<o<i. 

1-, x" T{a) „ OJT L r" rfo) „ . «ff ^ 

Si dans la troisième, nous rcmpluçons 2 — n par a, nous aurons 
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a étant plus petit que 3, et au moins ëgal à i . 

Celte formule est la même que la précédente qui est valable pour 
< a <^ 1 , OD a donc les deux formules suivantes 

f <» cos bxdx 6"-< 1 

1^ x" r(a) „ ojt --- --^ > 



= ff^ ^* 0<a<2, 6>0, 

\ '2Kin — 



Corollaires : 1 " Si dans cette dernière, on pose a = 1 , on a l'inté- 
grale connue, 



2" Poura=s— 1 r(a) = |/f, et il vient 



Si dans ces formules, nous faisons x = y*, on trouve 

j-ao c» 4 /^ 

V cos (bf) du =F. \ Bin [bf) <*y = 5 V 26 ■ 

•^0 ■'o •^ 

Ces deux formules peuvent se remplacer par la seule formule 
suivante 

D.g.tizedbyGoOglC 



En prenant les intégrales entre les limites — oo et -i- ao , en 
trouve 

Cette dernière en y posant y = an- - devient 

Formule assez remarquable, et qui a été employée par M' Lejeune- 
Diriclilet dans la réduction d'une intégrale multiple. 
40. Des intégrales 



i 

/■"sinfparclg-) 



(o" + t') ■ 



(a- + b'} 

Il est fort facile de démontrer d'abord que sous les conditions 
posées, ces intégrales seront finies ei déterminées, ear on aura 



(a'^-6') (o'-i-S")' Je (o"-h6')' 



■I 



^•00 cos [ 
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et l'on voit immédiatement que 



ces iatégrales convergeant vers zéro , siO<7<l, p + q> i 
et o<0. 
De même 

a^parctg- K 



i 



"6< 



Et l'on voit que 



. si.(..rctg^) ^ . , ,t ,^,t 

f»ji. ""('"'""-.) .r ■"' 

s intégrales convergent vers zéro, si < ç < 2, p -f- î > i et o > 0. 
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Ceci posé , ocnupons'DOus de rechercher la valeur de l'une de ces 
intégrales, de la première par exemple, s étant une quantité plus 
grande que 0, mais qui peut devenir inférieure à toute valeur 
assignable, on aura rigoureusement 

(•Tdfc ri ■ ■ I fÊ , , fÊcostx „ 

l — \ er" xi^' cos bxdx ^ \ er"xP-'ax\ — - — -db. 



En suivant la ménic marche qu'au N" iQ, et en remarquant que 
d'après les formules des N" 38 et 39, on a 






xi^* ces bxdx ■• 



r(p) cos f parclg- J 



P>0. 



r 



>s bx i!-' 1 



" 'W^csl 



X étant plus grand que 0, et q compris entre et l'unité, il viendra 

"xP-< cos bxdx 






= 1 «-"'aP+'-'da;— V tr"xr'^dx\ — 7 \ T"xi^*dx\ —^ — dx. 

r(,)8.osl,J. '-' '0 " h h " 
Or, l'on voit facilement que sous les conditions posées 

[t pouvant varier depuis jusqu'à l'unité. 
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itf- 
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* étant compris entre — 1 et -t- 1 , ponrvn qne t salisruse ans con- 
ditions 



1 élanl compris entre et l'unité. 

Cï . . f* coîiat „ [t 

p éUoI compris entre — i et + 4. 
D'après cela l'égalité primiiïTC deviendra 



= 7 — t ,r" xr-^^-* dx ■*• -^^ *• f^\ e-"!j^-*dx. 

r(9)2cos-î»tJo "^ ■'e 

Il est facile de prouver que le terme 

pï* y e-" le-* dx , 

converge vers zéro avec t ; en effet , il n'y a poinl de doute si p ]> 1. 
Si p est égal ou inférieur à l'unité, tout en étant plus grand que zéro, 
on aura 
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i^e-'xp-*dx<i^x^*dx^^^, 3ip<l, 
et 

\ e-"x''~-'(tr < — logi, sip=1, 
et par conséqueut on pourra donner h l'intégrale la forme 

p, j ou — p,ÊTlog£, 

et il est évident sous ces deux Tormes qu'elle converge vers zéro 
avec e. Si dans l'égalité obtenue nn fait converger t vers zéro, il est 
visible maintenant que les deux membres convergeront vers une 
limite fixe, et l'on aura en égalant ces limites 

.» cos ( parclg- 1 „ , 

" (o' + i'l' 2C0S-J. 



« V ^aj db _ I{p + q-l} ;r_ 

„ r J. r(p)r(5) I 

" (a'+6')' 2tos-5, 

On démontrerait d'une manière analogue que 

■ / '>\ 

Dans ces deux équations si on remplace - par x, 



F-~ÎWW -• »<'<'• ">"• ''•^'>'- 



0<,<2, o>0, p + î>i. 
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0<q<i 
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S* eos (p arc tg œ) ^ r[p -t~q — j) ^ 
ïr^ x^ r(n)r(o) 1 ' 

J n^.«_] > 0. 
f * sinfparcjgx) (tr r(p + ç — 1) ^ 1 r ï 

On peut transformer ces denx formules cd posant arc tg x = 
et l'on aura avec les mêmes condilions 



(' co» (,«) tos M . col. «(. =. îfcL';^ _ 



Corollaires : 1' Si dans la seconde de ces formules, od pose 9^1 
fjsinpn n- 

2° Ponr p = % les formules donneront 



sin 2izC0tTa(îa = 



,e„,i,; 



2 si» s 9' 



' Supposons que l'on ait p = un nombre entier, on a dans ee cas 

^(p^-, -!) _ ,(, -1-1) (, + p-2) 

r(p)r(?) 1.2 (p-1) ' 
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et par conséquent si Dous représentons par r une quantité plus petite 
que l'unité, les formules donneront 

fZ, , VOfada qiq + i) (ff+p - 2) R 

% r cos « P cos pa --= ^^' ^ ' " ^, '- rP , 

\ ' COS*a 4.2 p — 1 „ i 



, . cot'arfa q{q -h1) fff-HP — 2) it 

^ ' 2 sin - 



Si dans cette dernière, dous faisons successivement p^l^^ 
= 5 4.... jusqu'à l'infini, nous aurons en ajoutant 

[*ri < ■ / w ■ n / \-, ■ ■, ) COt'arfa 

\ [(rcosa)siDa + (r COSa)' sm 2a -+■ {rCOSoj'siQOa..., ! 

Jq ) C0S'« 

) 2sin-9ff 

Si l'on remplace les séries convergentes des deux membres par 
leurs sommes, savoir : 

, 1 - / u.c., 1, . _ (rcoso'lsina 
(r cos «) sma-^ (rcos a)'sin 2a+(r casa)°sin 5a = — 1 !■ , 



* 1-2 (1-r)'' 

on aura l'intégrale définie 

,^ COt<«(i« 1 re i>r>- 1. 

ri — (2r — r*)cos'a""(l— r)'~l 2>î>0. 

Jo 2sin-q'n- -^ ^ -^ 



,y Google 



DE LA FONCTION F APPLIQUÉE A LA THÉORIE DES SUITES. 



41. Lemme fondamental. — 1' Si X représente une fonclion 
de X, f[x, k) une fonction de x et de k, k ëlaot un nombre entier, 
et que l'on ait 

.b [b 

\ Xf[x,k)dx = Bu\ Xf{x,0]dx (I) 

Ja Ja 

Bt étant une fonction conane de k, D'nutre part si l'on a rigoureuse- 
ment pour a<Cx<^b, ainsi que pour les valeurs extrêmes x = a, 
X = 6, la série infinie 

A,f{x,0)^A,f{x,i) + A,flx,^) ■ ■ = ?(x) (2) 



l Xrf{x)dx 

AX + A,B, +A,B, =tf (3) 

( X/{x,(})dx 

Il suffit pour le démontrer de multiplier les deux membres de 
rëquation (2) par Xdjc, et d'intégrer entre les limites a et 6, il 
viendra 

( Xf(x)flx=A^ i Xf{xfi)dx + A, [ Xl\x,i)dx+A^ i X/îi.S) + - ■ ■ etc. 

e, appliquant la formule (1), on en tir 

le (3). 

i dans le cas précédent, on s 

,6 çb 

\ Xf(x,k)dx=BA Xf{x,0]ilx.. .. (Ij 



Et par suite, appliquant la formule (1), on en tirera immédiate- 
ment la formule (3). 

2° Si comme dans le cas précédent, on s 
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Si de plus la formule 

A./î«,0) + A,/-(»,l) + l.fli.a) -,M (21 

n'est rigoureuse que pour a < x <^ b, c'est-à-dire, si la série devient 
divergente pour une des valeurs extrêmes, ou pour ces deux valeurs, 
on aura encore 

(' x,H^ 

A„B, + A,B, + A,B,-i-- ■ =^^ (5) 

si la sërie du premier membre est convergeute, et si l'inlégraie 

\ Xf{x)dx est finie et déterminée. 
Jo 

11 suffit pour le démontrer de multiplier les deux membres de 
l'cquatioa (S) par Xdx, et d'intégrer entre les limites a + E, et 6 — e, 

si b est fini, et depuis a — e, jusqu'à -i si 6 est infini, puis de faire 

convergef E vers zéro; on remarquera que sous les deux conditions 
que nous avons énoncées, les deux membres convergeront vers une 
limite finie et déterminée, d'où en passant à la limite, on tirera 
l'équation (3). 

Ce Lemme fondamental étant ainsi démontré, nous remarquerons 
qu'il établit une relation entre une série in&nie et le rapport de deux 
intégrales définies. 11 pourra donc servir à trois usages dlEFérenls. 
[b 

1* Si l'intégrale t Xf[x,0]dx, est une intégrale connue, nous 

aurons une intégrale définie liée à une série infinie par une équation. 

Cette équation donnera donc la série sous forme d'intégrale défi- 
nie, ou réciproquement l'intégrale définie développée en série. 

3° Si le rapport des deux intégrales du second membre est connu, 
la somme de la série sera connue. 

5" Si au contraire, la somme de la série est connue, on aura le 
rapport des intégrales du second membre, et par conséquent l'inté- 

grale définie V Xf(x)dx, si V Xf(x,0)dx est connue. 
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Or, en nous servant des propriétés connues de la fonction r, 
nous slloDS, en appliquant le Lenime précédent, arriver à la trans- 
formation de quelques suites, ou k la connaissance de quelques inté- 
grales définies dignes de remarque; c'est ce qui fera l'objet des 
numéros suivants : 

42, Prenons X^^' x'-' , flk,x) = ar*. 

On a d'après une formule connue 

pe-ï-+*-id:c = r{B+it) = «(<x-.-l) (a-l-fc-l)r(»), 



Bi est donc, par conséquent égal i, a(a -h 4) (a + A — 1); si de 

plus on a pour toute valeur finie de x 

A„ -*- A,a: 4- A,x* ■+■ Aji* =^?(*)> 

on aura d'après le Lemme fondamental 

A,+aA.-.-a(«+l)A. + a(aH-i){a+2)A,-.-.- .==-1- re-X-M^)Jx. 

Si la série du premier membre est convergente, et si l'inlégmlc 
du second membre est finie et déterminée. 



Exemple. Posons iix = cos (26 [/x) , il vient 



il- 



et l'on aura par conséquent 



2 2 2 2 2 



= -7-;l er'x'-'coB{^b\/x)dx. 
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la série du premier membre élant convergente ponr toute valeur 
Soie de 6, et l'intégrale du second membre étant unie et déterminée 
ainsi qu'on le démontrerait sans peine. Cette formule exprime donc 
la série du premier membre par une intégrale déânie, ou elle donne 
l'intégrale définie développée en série. Si nous donnons à a, la valeur 

particulière it = â' notre égalité deviendra 

Or, la somme de la série du premier membre est connue, c'est e~", 
nous aurons donc l'intégrale définie du second membre 

Si dans cette intégrale, on remplace x par x*, elle devient 
[ er'* cos (26a:) dx = ^ e"" , 
ou 

e-'' cos {2bx)dx = |/ir a"". 

Si dans ces intégrales, on remplace x par oa;, et 6 par - , on obtien- 
dra facilement 

V e-"a; *cos(26i/:r)rfx = » / -e <*•• 
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Ea appliquant le méine théorème au développement de 

" i 

on arrivenut & l'inUgrale 



5; ....(--:), 



à laquelle nous sommes déjli parvenus par une autre voie. 
45. On a 



pe-i-"»!?-" di — — !ÏÏL,. 
•'0 



(OH-t)P 

D'où si nous posons 

nous aurons le théorème suivant. 
Si l'on a pour toutes les valeurs de u comprises entre et 1, . 

Afl -H A,« -h A,w* ^ !p(u), 

ou ce qui revient au même, pour x compris entre et 00 , 

Ao -*- A,e-' + A,r»'-h = ç(«-'), 

on aura sous les conditions posées (41), 
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Si nous supposons, r étant <!, 

/„\_ rcosM — r*w ,^ rcosm— r'e-- 

l-2it.costo + r«u** **" *' J~i-2re-'cosM+r'e-^' 

Le développement en série donne 

f (e--) = r C03 <a + r*r--cosâu-H r^e^** cos 3u -i- 

et par conséquent 

rcosa r' cos 2m t'ccsSm [''*'c-~°'x^*(»'eos&» r*e-') 

44. On déduit un théorème fort impoctant, en appliquant le 
Lemme fondamental â la formule connue 

„(„.4.|)(„^2).....fot+fc-i)r(«)r(p-«) 



Ao -t- A,x-+- A.a;» -t- A,a;* -h =. y(ïc). 

pour toutes valeurs de x comprises entre Oi et 1, oa aura sous les 
conditions énoncées (41) , 



Exemple. Posons ? (x) = (1 — «x)-7 , où nous supposerons 
— 1 <Cm < + 1, on aura en développant f{x), 
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1 I '"il I '('*')'''■*') .,■ Tb-<-i)b*^}'i'-i-i)('-*-^) 

1} 1.2 p(?+l) 1.2.3 p(p+l)(f+2)" 



La série élnnt toujours coavergente, si — 1 <; « <; 1, et l'inté- 
grale étant toujours finie et déterminée avec lu même condition , on 
peut donner à y toutes les valeurs possibles. On a un cas particulier 
remarquable en posant 7^^, il vient alors 

^-"I"-^ iT-"-" «.2.5 »*" 

Or, la somme de la série du premier membre est connue, c'est 
(i — «)"^, nous aurons donc l'intégrale définie 

(V.(.-.r.^(i-..,-.^=îi=2fc^^-i<.<.. 



Reprenons la s^rie (1), et faisons tendre u vers l'unltë, il s'agit de 
voir si les deux membres convergent tous deux vers une limite finie 
et déterminée. Quant au second membre, il converge vers 



^ — t ««->(i-i);«-«-r< di. 



rWr(p-.) 



valeur finie et déterminée, si l'on a p — « — 7>0; cette valeur 
est alors 



rmr(.)r(p-.-y) T(p)i(p - , - y) 
H.)r(|î-.)i(P-7) r(p-.)r(p-,)' 



P>"^ 
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Or, je dis qu'il ea est de même du premier membre, car si nous 
supposons 7 positir, le terme général de U série 

1,7", ;(yH-l)»(-^-l) 
îp'^ 1.2 p(p + l) 

se mettra facilement sous la forme 

1(7-1-") y r(' ■>■»)'») 
r(» + 1)1(7) r(P-i-n)rH' 



r(")r(7)'^r(p +»)!(» + 1) 

Or, en ayant recours à la formule de Stirllng , comme nous l'avons 
déjà fait pour la formule de M' Binet, dous aurons 

r(7 -«- n} < (/2Îr(7-t-«)ï+^î e-'l'+"' e^T*^' 
T(rt + )) > i/âiï (n + l)"+i e-<-+" , 

Et par suite 

r(-^n)r(v-H.) / (.^„)(,-H„A -. (.-.„).(,^„)7 ,__.^ ,n^*gj^ . 
r(»-flW+n) ^ V(»^-l)(p+»)^ (p+«)f(»+l) 

1 D'où si a et 7 sont plus petits que p, on aura en remarquant que 

/(■■-i-.)(7-H«) W 

^,l»-t-l)(f-n.)y' 

est cODStainment au-dessous de Vunit<! pour des valeurs assez grandes 
de n, et que 
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on aura pour le terme génital de k série 



Or, la série dont le terme général est T, sera visiblement conver- 
gente, si p — tt — 7 > 0. 

Si y était négatif, p étant encore supposé plus grand que a, la 
série sera visiblement convergente, car on trouve pour le rapport do 
deux termes consécutifs 

y — na-\- n 
n -»- 1 p + »' 

Si l'on suppose n^y, ce rapport sera négatif, et par conséquent 
les deux termes seront de signe contraire, et de plus ce rapport 
étant <C 1 > les termes iront en dëcroissant; il est visible d'ailleurs 
qu'ils décroissent sans limite, la série sera donc convergente, et l'on 
a toujours, sous les deux conditions ^ iP* i^i ^ ]]> 't + 7i 

y « 7(7 + <)"(« + i) r(p)r(p-«-7) 

ip 1.2 p(p + l) ■•^r(p-«)r(p-7)' 

Cette belle formule est due à Gauss. Si on y posey^l, on en 
déduit comme cas particulier 



,,', «(»-!- 1) , mnp 



p(p + <) r(p-.)r(p-l) p-a-1 



p>.+l. 



4S. i)e 9tie/fue9 intégralet définies déduite! de ta formule de 
Game. 
Reprenons la formule du numéro prtfcëdeut 

k.-t-tx +î!î^4.-i- • î® — , ( i"-'(l— »)f— '»W*t- 

' P • W+1) ' rWr(?~"))o 
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les coefficients Âg, A,, A...... étant détermines par 

<p(a:)=" Aj, -*- A,x-*- A^x* ■*• A^x* -t- 

Remplaçons dans ces formules x par sin* z,. et posons d'abord 

ip(ar) = eos 2pr, 

on aura d'après on développement connu 

co. Spi - 1 - ÊL(2 sin »)■ -^ ^')f^~/' (2 "in «)' 

Et par suite 

2rf8) fî 

~ — V sin*«-*zeosM-*«-^2co8 262dz 

r{a)r(p-a)Jo 

p. g g(p-l)„(,-i] __ 

1 . 13 1.2 



Or, d'après la formule de Gauss, nous connaissons la valeur du 
second membre, c'est 






nous aurons donc 



r(5)r(5-"-i-p)rWr(P-«l 



' sin *"-• cos «^î»-» z cos 2t-*«* ^^ ^- — -^ i— 
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Cetle formule se simplifie coDsidérablement k l'aide des propriëlës 
is de la fonction r ; en effet, on a 



m^\ 






rWr (j * .^ _2*"*/â;r(S.), 

r(P-")r(î *?-.') -2i"''*"^^r(2p-2.). 
Faisant usage de ces formules, on trouve facilement 

f ' sin »«-' cos '^""-^ cos 2p3d2 ^ ''(2»)r(2p — 2a) ^^ ^ 
Posant Sa = p, et 2(^ — a) = f, nous aurons 

On trouve d'une manière analogue l'intégrale 

$* sin '^' z cos *^ z sin (p + ^jztiz. 


En effet, en posant 

p(a;)==y(siD«z) = sin%=!Ç(2sinz)'cosî— ^~^(2sini}*cos«H 
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la même formule nous donnera 



2 2 2 2 2 2 

ou d'après la série de Gauss, 

»(|)r(?— ) 

=* — ^^ «<1- 

r(1-.)r(^p+î) 

A l'aide des mêmes transformations que plus haut haut, on aura 



l'sin*-*zcos'^*— zsiD(2pz)dz= ^'^*'^j^^: ^'"\ ia<.K, 0<«<1, 



i nous remplaçons ia. par p et [2^ — 2a) par q, nous aurons 



(3) ('sin'-'2eo8'-'ï8in(p + ç)ïd2=î^|^^sin^pTr, 0<p<2, gyO. 



Les formules (1) et (2) éUnt ainsi démontrées pour toute valeur 
positive de y, et pour p compris entre et 1 , pour la première ; et 
et "i, pour la seconde, il est facile de démontrer qu'elles sont géné- 
rales. En effet, celle-ci nous donnera : 

14 
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, ^ sin -Bit = Psin'-' cos*-** sin (p -+-0 + i—i)zdx 

= — yna'zcmr-*zcoB{p-t-q ■+■ l)zdz 
■'0 

-♦- l*8in'~*«C08»x8in(p-t- q -t- i)xdt. 



D'où l'oD tire 



e 



sinP2cos^*2GOs(p--»- 9~i- l}zd2 



~ rl ^ "°âP"-^ J 7TSlD-B)r=-lî- ^'cOS-fO+ilTT. 



Ce qui est la formule première dëmoatrëe quand p est compris 
entre i et S. De même à l'aide de celle-ci, on démontrerait la 
seconde , pour p compris entre 2 et 3 et ainsi de suite. On a donc 
généralement pour p et ^ positifs 



'sin*^' z cos *-* z cos (p ■+■ q)xdz = ^ "' co8 - twr. 



» siu»-' ï cos f-* z sin (p + q)zdx = ^^J^^ sin -p^. 



La formule de Gauss fourait encore quelques autres intégrales 
Dans la formule dont nous sommes partie, posons 



f{x) = f{Bin*z)^ cosyz, «^û 
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d 3 

22 



D'où en substituant, 



2r{s) f; 

Or, la somme de la sërie du second membre pouvaat élre exprimée 
d'après la série de Gaiiss, par 

mm g^v 

P X g' 



ant p par ? + 1> *' 7 | 
\ (cos z)'' cos ozaz = r r 7 r- • 

trouverait de la même manière les deux intégrales 
\ (sia zy cos qzdz , et i {sia zy sin qzdz . 

Jo •'o 



a aura en remplaçant p par ^ + 1, et 7 par q. 



mais on les déduit très facilement des suivantes 
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ri 



(sin z}p BÎn qzdz = 0. 



(siu zy cos {qz)dz = 



9" , 



(sins)Psîii(ça)rfï = 



ir SÎD Ç^r(p -1- 1) 

Nous nous bornerons h ces applications qui suffisent pour faire 
voir tout le parti qu'on peut tirer des propriétés connues de la fonc- 
tion r dans la théorie des suites, et leur application à la recherche 
des intégrales définies. Nous ferons seulement remarquer que, hiea 
que les applications les plus remarquables, se trouvent en employant 
la fonction T pour des séries infinies, en peut néanmoins, en l'appli- 
quant de la même manière à des séries finies, arriver quelquefois à 
des rcUtions assez intéressantes. Nous en doaaerons quelques exem- 
ples simples. 

4G. Soit la suite finie 

X^x' + A,x"-'(i—x]+X^x-^{i—x)*-^- +A,(i— x)' = f(x), 

multiplions les deux membres par x»— ■-' (1 — xy~', a étant sup- 
posé >», et p positif, nous aurons en intégrant depuis x = 
jusqu'à X = i 
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iHr(fl r(.-l)r(p-i-t) r(— 2)r(p -i- 2) 
•r(. + p) • r(à + p) ■ r(. + p) 

D'où l'on déduit facilement 
j^_i!L^A _ffi±ll_^A W + ')tf + S) 

• „_, '(.-(x.^-a) =(.-t)(— 2)(.-3) 



1 A, /'^-^'"^*^' ff-^»-t) n^-'-pi f' 



(.-i)(.-2) (a-,) r(.)r(p) 



x''-'-'{l—x)^^3:)dx. 



Exemples, 1° Supposons 

A,= i, A, — — 1, A, = +f A.— (—))-, 

nous aurons 

,;!) = .•+• + (-i)-(i -»)•«. 

L'on aura par conséquent 

, e , m*» w*m+n , , ,y W*n (p-^»-') 

.-I (.-l)(.-2) (.-l)(«-2)(.-5) ' '(.-l)(.-2) (.-») 



rWr{p)r(. + ?H-1) 



_1 (a_l)(._2) > ' (.-1)(— 2) {.-„) 



: H (— 11- ni- ^ y— -ir ^ "I 
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S* POSODS 

nous auroDS 

et par suite 

. p .,[»-l) W+O W-.-<)(Ph-2) (p-t-n-l l 

l(.-i) 1.2 (a-l)(a-2)' ■■ (— 1)(.-2) (.-») 

■•(■'■<-Mr('-")rm (.H-|i-l)(.-.-p-2) [^4-p-») 

r(.)r(plr(.+p-») (.-l)(«-2) (a-») 

3. A.-<, A,_-, A,.i!^ 

11 viendra 

Et par conséquent 

«p .(n-<) p(p^.^) ^ «(»-))(i.-2) P(P-h4)(P4-2) 

2(1.— 1) 2'1.2 (a— t)(i— 2) 2'1.2.3 (<.— i)(a— 2)(«— 3) 

Si nous posODS p = n + 1 , nous aurons 

«(n + l) (r.H-2Kin-l)n(.-l) 
2(«-l) 2'1.2(.-l)(.-2) 

_^n--^»-') i f',,^, ,, _ ^,,. j^ 
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Or, riotégrale 

£t par suite 



r(.+«-i-l)r^i^^ 



'l'-^t) {<->-•') 



r(.)r 



(^*.) '-"«' 



On trouverait d'autres TorniuJes en partant primitiremeat d'autres 
suites finies. 

47. Nous terminerons par une formule qui se déduit très simple- 
ment de la première propriété de la Tonctioa T envisagée de la 
manière la plus géniale , c'est-à-dire, l£lle qu'elle a été définie dans 
IeN°18, tant pour des valeurs positives de a que pour des valeurs 
négatives. 

On a identiquement quelles que soient les valeurs positives ou 
négatives de a et de p 

r(- + P+') r(«H-p) rl.-i-p) 

r(-+<)r(P + l) i(«mp+i) l(. + l)r(P) 

r(.-i-p-l) rÇa-t-p-l) r(-i.p-<) 

~r(.-i)r(p-n) r(.)r(p) r(.)r(p^l) 

r(--*-P->-<) n^+p-î) T(.-.-p-2) 
r(«+l)r(p+l)~r(a-2)r(p+l) r(.-i)r(p) 

r(.^-p-2) r(.+p-a) 
"^ r|.)r(p-l)"^r(.+l)r(f-2)' 
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Continuant de la même manière, on aura n étant un nombre entier 



r(.+l)r(f+l) ^''"^^ "*'' |r(.-n+))r(p+l) * ï r(>,_»+2)r(p) 

1.2 r(._»-^3TO-l) I 

Les coelGcîen ts dans J'intérieur de la parenthèse, étant ceux du 
binâmc de Newton. On en tire très facilement 

(,1 1 , " ^ , "'"-" P'P-') , gç 

r(a+pH-l)r(..— IH-1) (.^■p— >H-l)(..H-p— B + 2)...(a + p) 

-r(.+))r(.-^p-»+l)'' (.-«+1)(.-«-h2)..... 
Changeons ^ en — p dans eette formule, nous aurons 

<^) ' i(;r=ïï^- 1.2 (.-.H-ix— »*2)"° 

(.-p-„^.^)(.-p-„^-2) (.-p) 

(a— /H-l)(a-»*2) 

En changeant le signe de a dans la formule (t], nous obtenons 
celle-ci 

' ' 1 (•+»—!) 1.2 (.*»— !)(«+«— 2) 

(.H.„_p-l)(.H-„-p-2) (.-p) , 

(«+«—!,(='-»-«— 2) « 

Si l'on change à la fois le signe de a et de p, l'on obtient 

,^ 2Ê «I.-I)P(P-H) 

l(«+»-l) 1.2(.+n-l)(a+>.-2) 

(.^■p^■n-^)(.^■p^.„-2) (.-^fl 

(.+»-d)(a+»-2) 
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qui se change, si nous remplaçona x 4- n par a, en celle-ci 



{f-i-p~t)[t-i-p-% (.-i-p-n) 

(.-11(^-2] (a-») 

formule d^jà obtenue précédemment. 
Si dans les suites (3) et (4), nous remplaçons p par «, on aura 

■ n* »*("--^)' („-i)(^-2) („-„) 

1(«-1) 1.2(a~l)[a-2)"" («-H„_l)(„ + „-2) « 



^V-i) ^ _(^ + «-l)(«- 



i(«-l) 1.2(=t-i)(«— 2) (a-.l){a— 2) (a-n) 

Ces deus dernières multipliées membre â membre donnent 

( l{aM-n — l}'*'l.2(a-t-n— l)(a + M— 2) ( 

n n — 1 

Dans la formule (3), remplacez n par ^ et 6 par - - 1 si n es 

n — 1 1,7». . . 

pair, ou bien n par — - — , aparm--) et par^» si n est impair 

TOUS obtiendrez dans les deux cas 

^ „(„--)) ^ „(„_i)(„_2)(,-51 

• (.-„)(.-„-h2) (■.-^») 

«(- f <) (« + ») 

IS 
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oA nons sapposerons a positif. Eo la multipliant membre k membre 
arec la dernière formule du numéro prêchent, on obtiendra la rela- 
tion intéressante 

i. , »(»-') , (--HW— iK'-g) , 1^ 
j' 2(«-i) a.4(.-iK— 2) i'^ 



K^-0 --(^"-'X^-O 
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NOTE PREMIÈRE. 



Sur quelques formules dont il est fait usage dans le chapitre I". 



On doit & Jean Beraoûlli, la formule suivante 

"«(-O0-O(-è)0-^)(-r.)('-ê)- 

On CD déduit facilement 

g _\ i \ _J 1 

sinair a a + i î — a o-t-2 2 — a 

TT _4 \ _i i__ l 

tgo7r~â 0-+-1 a— 1 0-1-2 « — 2' 

On en conclura la valeur des deux intégrales déQni£B 
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en s'appuyant sur les d^veloppemeoU 

j~=^i-y+y*—y*+ y <i, 

j— — = l+y + y*+j,»+ y<l. 

La première de ces deux intégrales se transforme facilemcat en une 
autre. Ea effet 






1 

on remplace y par - > elle deviendra 



.donc 



formule dont nous nous sommes servis. 

Quant à la seconde de ces formules, on en dëduit une relation très 
remarquable. 

^ 

Supposons a <-> n étant un nombre entier, et remarquaol que 

ît dlo$ sin oit 

tg air da 
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on aura en remplaçant successivement a par 

1 ^ £ "— * 

' n n n' n 

et ajoutant entre elles toutes les équations résultantes 
dlog sinoffsin ( o+ - 1 jrsin ( a-»-- Jtt sin I oh W 

JO ^~^ ■'O i-y' 

int y = ï 



^Ij.a-H — 2^" , dlogsînrtdJT dlogsinnafT 

dna da 



On aura donc 



rflog sin ait sin I a-t-- Wsin/ a + - W sini on jt 

— _ 

dlogsin naTT, 



d'où 



D airsm I a +- 1 ff sin( a-t-- l ît sm I «h Ijt 

L_îv! V "J î^ — "-J—C (1) 

sin naïc 
C étant indépendant de a. Cette formule n'est ici démontrée que 
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pour a <-i mais on voit immédiate ment qu'elle est générale, puis- 
que le premier membre ne change pas, si on y remplace a par a+ -• 
La valeur de C se détermine facilement. Remplacez ddns (1), 
a par a +-^> et multipliez l'équation résultante membre à membre 

avec l'équation (1), on aura après quelques transformations fondées 
sur la formule 

3sinxcos(r=>sin2x, 



sinSairsiaf Sa -t-~ Jn- sinf 2aH jw 



=C*X2*-'. 

sin SaiiTr 

Et comme le premier membre est égal à C, on aura 

Et puisque C n'est ni nul ni infini 

C = 2"—. 
On a donc la formule d'Euler 

sin air sin ( a -t-- W siDl a -^ i ir = 2'-* sin naff.(') 

Si après avoir divisé les deux membres par sin nair, nous faisons 
converger a vers zéro, le second membre reste constant, le premier 
converge vers 



C) Celle démoQstratîoD indirecie, mab fort simple, est je crois nouvelle. 
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coDverge Ters -• 
On aura donc à la limite 



NOTE DEUXIEME. 



De ta valeur de m gui donne à l'intégrale \ ; log r— - dx. 



1 valeur minimum. 



Si nous considérons l'intégrale 



comme une fonction continue de m , on peut se proposer de recher- 
cher des limites entre lesquelles soit comprise la valeur de m qui 
rend cette intégrale un minimum. Il résulte déjà de ce que nous 
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avons vu en traitant de la formule de Slirlïng, que cette valeur de m 
est comprise entre 



maïs on peut déterminer des limites plus rapprochées entre lesquelles 
se trouve comprise celte valeur de m. 

Dérivons d'abord celte inicgrale par rapporta m. Eo supprimaot 
le facteur 2, cette dérivée sera 

= \^, A TTiT (•-«---?=;' - } 

Or, pour toutes les valeurs positives de x plus grandes que l'unité, 
et pour m < ma, on a 

X rira 
et par conséquent 



D'où l'on peut conclure que l'intégrale 

r*x»"rfr { 



est une quantité essentiellement négative tant que m n'est pas supé- 
rieur à ira. La dérivée devant s'évanouir pour le minimum, il en 
résulte que m > Tta, D'un autre côté, en désignant par m' la valeur 
de m, qui rend minimum l'expression 
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r(2m — 1)A,^ 



considérée comme une roiiction continue de m, ea diff^rentiant par 
rapport k m, l'équation trouvée (N° 25) 

on aura pour cette valeur m' 

j°°TTiî'°'''°« i-!-'" '^-^rî^'°''*'°'' i-é^" '''~°- 

Les deux intégrales dn premier membre étant égales et de signe 
contraire, on en conclut que la valeur de m cherchée, est comprise 
entre m' — 1 et m'. Il ne reste plus qu'à rechercher cette valeur 
de m' qui reod 



un minimum. On aura en égalant à zéro Is dérivée de 
, r(2m — l)A,„ 



et se souvenaut.de la valeur de A,„, 
dlogr(2m'— 1) 



^i:^' 



(') Toute la première partie de cette noie est eilrailc presque lexluellement 
dti mémoire de là' Scbaar déjà cité. 
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Or, la formule de'[Stirling, sous sa forme exacte, c'est-â-dire, 
accompagnée de son terme sommaloire donne pour m ^ 1 , 

1 B If^ x^dx 1 

logr(l+a)_^Iog2™+,.{l.ga-l)+j-Jj— J j--,l„gj_^-_d. 

et d'après une formule eonnue 

4 1 1*°^ ilr i 

logr((H-„)_-logî,» + .(log.-l) + lj __-]og^— -^_. 

Si après avoir remplacé dans chacune de ces deux formules 
logr(i-*-a) par )og a + log r(a) , on les dérive par rapport à a 
puis qu'on fasse a=2»i' — 1, les formules résultantes combinées avec 

l'équation {i) donneront en se rappelant que B, =^> 

logj; 
i r* xdx 1 r*"' 

(2) H(«-i)-l0g2..-.Ji^;;;^*2J^^_,-^,_ ^-^, 



(3) log(2m'— l) = Iog27roH 



2(2m'~l) 12( 



C'est de ces deux expressions que nous partirons pour fixer les 
limites de m'. 



La formule (3) nous donne immédiatement 



, 2m'— 1^ *-.,/' * \ 



,y Google 



D'où 



2«a -^ 2(2m' — 1) 



On en tire d'abord 

2m' — 1 ^ 



et par conséquent vu! '^ ira -»- ^ ' 
La formule (5) nous donnera 



^-y^^ 



" 2ita ^ 2(2m' ~ 1) 12(2m' — i)« 
On a 

log r log 2 log 5 log 4 



mais puisque m' > ira 4- ^^ 3, 

log 2 logS loj 
2*"' '^ 3*-' ^ i*»' 
on^sura 
log2 iogS 21og2 log4 logS log 6 log7 41og4 



logr log 2 2 log 2 31og2 4 log^ 
S pw <- 2'~'-' "^ 4*"'-' "^ 8'-''' "^ ïfiï^^ " 



■~ 2.8*-'-' le»-'-" 2.16'"' 
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11 viendra donc 









On en conclut 



2m' — 1 1 I ]og2 

^ 27to '^ 2(2m' — 1) "*" 12[2m' — 1)* "*" 2*-'-' — 1 



* âîTO ^ 4jra 48ir'a» 
ii je pose 

2wi— 1 i 

2jra ^i — x' 



j aurai 

^ Jko 48ir»a* 2"- _ 2 
Multipliant de part et d'autre par 27ra + d , il viendra 



x{2na-*-i)<- + 



i i 2ira + i log 2 (27ra + i) 



4rca 48ir'a» 2""' — 2 
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Of, a étant au moins égal h l'unité, il est facile de voir que le 
1 
second membre qui décroît avec - est constamment inférieur k 

l'unité, puisqu'il l'est si a^l. On aura donc constamment 

et on en tire immédiatement en remplaçant dans 
2m' — I 



SttO 



m' <^ tto + 1 ■ 



2"* Ces limites étant obtenues pour la valeur de m', nous allons 
en trouver de plus resserrées. Si dans la formule trouvée 



2m'- i^ 



2(2m' — 1) 

Nous remplaçons dans le second membre m' par r 
2m' — I , 



->lH 



2(27to + 1) 
D'oà 



m' > n 






Il est facile de voir que cette limite inférieure converge rapidement 

3 
vers na -t- T-) quand a augmente. 

Revenons à la limite supérieure de m', nous avons 

, 2m' ~ 1 * • 1— " 



2«o ^2(2m' — 1) *2(2m' — I}» 2*"' 
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Et à cause de 



4jto+ 2 



nous aurons eo représeoUnt encore — par x 



iwa 48ir»a' 

ifjra -1 

4)ra-f- 2 



loga 



^<i;;;;- 



4ntt lfi;rV + 8jro 4no{47ra-»-2)' 48nV ,„,+-?îî_ 

Remarquons que si a |> 1, on a constamment 

' ->- ' ' 



16»*o* -4- 8;ra '^ 4no(4jra -i- 2)' 48n'a* 
donc 

2 """^ —2 
D'où multipliant des deux parts, par 4na — 1 , nous aurons 
1 (4fftt— i) log 2 



1)<1- 






enant que dans le second membre les deus 

lissent séparément avec— > mais le second plus 

remier, il en résultera que le second membre 
irieur à l'unité, s'il l'est pour a = i, or, en 
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faisant le calcul, on trouve que cela est vérifie, on aura donc con- 
stamment 



'<I 



Cette limite supérieure converge rapidement vers ira-4- - à mesure 

que a augmente. Les limites de m' sont donc très peu distantes entre 
elles. 

Comme nous avons vu que la valeur de m qui rend un minimum 
l'intégrale 



ne peut être inférieure à «a, et de plus qu'elle doit être inférieure 
à m', on aura 



. < m < «a -1- - H 
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THESES. 



I. La méthode infinitésimale repose entièrement sur l'induction 
suivante : Les règles de calcul vraies pour les quantités finies, le 
sont également pour les quantités infiniment petites. Ce principe 
est inadmissible. 

II. Le caractère propre des sciences mathëmatiques , c'est de 
procéder par voie de déduction, en partant de principes admis par 
tous comme incoatestables. Le principe même de la méthode infini- 
tésimale étant contesté, cette raison seule suffirait pour la faire 
rejeter comme mode d'exposition du calcul différentiel et du calcul 
intégral. 

m. La méthode infinitésimale détruit entièrement l'idée de conti- 
nuité. 

IV. Fausse dans son principe, la méthode infinitésimale peut 
conduire dans ses applications , k des résultats absurdes et contra- 
dictoires. 

V. Fonder les mathématiques sur des principes méthaphysiques, 
c'est leur enlever la certitude qui leur est propre. 

VI. Les quantités négatives n'ont qu'une eilstence de convention. 

VII. Quoique la nature des quantités incommensurables soit en- 
tièrement inconnue, il suffit de les coucevoir comme comprises entre 
deux quantités commensurables dont la dilTércnce peut devenir aussi 
petite que l'on veut, pour que la légitimité de leur emploi soit incon- 
testable. 

VIII. Le passage du réel à l'imaginaire est un des moyens les 
plus féconds dans les recherches analytiques, mais il ne doit être 
employé qu'avec une extrême réserve comme moyen de démonstra- 
tion. 
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IX. 11 existe des séries convergentes qui ne peuvent pas être diSé- 
rentiées, bien que tous les termes et la somme de la série soient des 
fonctions continues de la variable. 

X. Il est des cas où la dérivation sous le signe d'une intégrale 
définie n'est pas permise, bien que l'intégrale définie et la diffé- 
rentielle soient des fonctions continues. 

XI. On donne ordinairement comme règle : pour qu'une inté- 
grale définie dont la limite supérieure est uiBnie, soit finie et déter- 
minée, il est nécessaire que le coefllcient différentiel converge vers 
zéro, en mémo temps que la variable converge vers l'infini. Cette 
condition n'est pas toujours nécessaire. 

XII. Quelque petit que soit i , la courbe dont l'équation serait 

y = e~^ X"-* eos bx, m ^ 1 , 
diffère esseatiellement de celle dont l'équation est 

y ^ x"~' eos bx , 
on en conclut qu'il est impossible de tirer l'iDlégrale 






"•eostidi, "> * ; 
de la supposition s^O dans la valeur de l'intégrale 



XIII. Lorsqu'une intégrale se compose de plusieurs parties qui 
sont séparément infiaies, il n'est pas permis d'employer pour la 
transformation de ces intégrales partielles des substitutions diffé- 
rentes, sans avoir égard àa\ relations qui existent entre les nouvelles 
variables. 

XIV. Pour que l'énoncé du théorème de M' Caucliy sur la formule 
de Maclaurin soit exact, il faut y joindre une condition de périodicité 
de la fonction qui restreint de beaucoup la portée du théorème. 

XV. La théorie de l'équilibre des corps ne doit pas être subordon- 
née à celle de leur mouvement. 

XVI. Dans l'enseignement de la mécanique, la méthode analytique 
doit être préférée k la met' ode géométrique. 
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XVIi. L'équatioD fondamentale de U dynamique pent et devrait 
être démoatree directement par la dérivatioD sans considérations 
infini tësiinalcs. 

XVIII. La distinction des forces en forces continues et forces in- 
stantanées n'est pas fondée. 

XIX. Il n'y a point de force d'inertie. 

XX. Contrairement h l'assertion de Poisson, les formules qui don- 
nent la vitesse de rotation produite par plusieurs masses choquantes 
s'atlaciiant à un corps tournant autour d'un axe fixe, diffèrent cssen- 
tiollement suivant que les percussions sont simultanées ou successives. 

XXI. Les équations du mouvement de la chaleur sont applicables 
au mouvement de rélectricité. 

XXIL Le phénomène de la dispersion ne peut pas être considéré 
comme une objection à la théorie des ondulations. 

XXIII. Les 0uides impondérables ne sont que les manifestations 
diverses d'un seul et même agent ou fluide universel. 
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